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Vorwort. 

Die Anregung zu den Untersuchungen, die ich in diesem 
Büchlein der Öffentlichkeit übergebe, verdanke ich einer mehr- 
jährigen Tätigkeit in der elektrotec)inischen Praxis. Alle, die mit 
Hochspannungskraftübertragungen zu tun hatten, kennen und 
fürchten die in ihren Leitungen, Kabeln, Maschinen und Apparaten 
oft ganz unvermutet auftretenden sogenannten „Überspannui^gen''. 
In der technischen Literatur findet sich über diese Erscheinungen 
nur recht wenig; und dieses Wenige enthält „viel Irrtum und ein 
Fünkchen Wahrheit". Aus der physikalischen Literatur nenne 
ich zwei hervorragende Arbeiten über die Ausbreitung elektro- 
magnetischer Störungen in Leitungen: Die Theorie der Kabel- 
telegraphie von William Thomson (Lord Kelvin) und die 
Theorie der „verzerrungsfreien" Leitung von Oliver Heaviside. 
Die Theorie von Thomson bezieht sich nur auf langsam ver- 
änderliche Vorgänge, wie sie in der Kabeltelegraphie vorkommen ; 
denn Thomson vernachlässigt die Wirkung der Selbstinduktion. 
Heavisides Theorie, mit der die in diefeem Buche entwickelte Dar- 
stellung manches Gemeinsame hat, ist bisher in der Starkstrom- 
technik so gut wie unbekannt geblieben, wohl deshalb, weil sie 
nur auf Probleme der Telephonie angewandt worden ist. 

Ich habe großen Wert darauf gelegt, die Darstellung durch 
die Hilfsmittel der Zeichnung (Kurven und Abbildungen) an- 
schaulich zu gestalten. Zu diesem Zwecke sind — teilweise 
nachträglich, teilweise von vornherein — die strengen Lö- 
sungen durch Näherungen ersetzt worden. Die Größe des da- 
durch hineingebrachten Fehlers ist in vielen Fällen diskutiert. 
Die niathematische Theorie wird nur in ihren Grundzügen ganz 
allgemein entwickelt; die feinere Ausgestaltung geschieht bei 
der Behandlung spezieller Beispiele. Ich hoffe dadurch erreicht 
zu haben, daß das Studium der Ausgleichsvorgänge auch denen 
keine besonderen Schwierigkeiten bereiten wird, die an rein ab- 
strakten Darstellungen keinen Geschmack finden. £inige technisch 
wichtige Probleme sind ausführlich behandelt worden; auf die 
praktischen Konsequenzen der gefundenen Ergebnisse ist wieder- 
holt hingewiesen. 

Göttingen, im Mai 1908, 

Karl Willy Wagner.. 



Inhaltverzeichnis. 

Seite 

1. Allgemeinea 1 

2. Die Differentialgleichungen 3 

3. Die Ladung einer am Ende offenen Leitung mit konstanter 
Spannung 9 

4. Die Ladung der am Ende offenen Leitung mit Wechaelstrom 19 

5. Die Ausbreitung einer zu Anfang willkürlich verteilten Ladung 
über eine beiderseits offene Leitung 36 

6. Ausgleich einer willkürlich verteilten Spannung über einen 
Ohmschen Widerstand 46 

7. Die freien Schwingungen bei der plötzlichen Unterbrechung 
eines Kurzschlusses 63 

8. Erweiterung der Theorie 60 

9. Die Entladung der Leitung über eine am Ende angeschlossene 
Drosselspule 73 

10. Die freien Schwingungen beim Ausschalten der induktiv be- 
lasteten Leitung 86 

llr Das Verhalten von zwei verschiedenen in Reihe geschalteten 

Leitungen 98 

12. Über den Einfluß der Veränderlichkeit des effektiven Wider- 
standes der Leitung mit der Frequenz 107 



1. Allgemeines. 

Seitdem man dazu fortgeschritten ist, Energie auf immer noch 
wachsende Entfemuugen elektrisch zu übertragen, hat sich eine 
Reihe von Erscheinungen bemerkbar gemacht, die bei kürzereu 
Leitungslängen kaum zutage treten. Ich nenne als die wichtigsten 
erstens die schon seit längerem bekannte und genau untersuchte 
Erscheinung, dafi bei Wechselstrom in verschiedenen Punkten der 
Leitung der Strom verschiedene Amplitude und verschiedene Phase 
hat, und zweitens die sogenannten freien Schwingungen, über 
die in der Technik noch viel Unklarheit herrscht. Die Ursache 
dieser Erscheinungen ist das gleichzeitige Vorhandensein von 
Selbstinduktion und Kapazität in der Leitung. 

Solange es sich nur darum handelte, den Spannungsabfall in 
einer kurzen Leitung zu berechnen, war es angängig. Hin- und 
Bückleitung durch eine mit Widerstand behaftete Drosselspule 
zu ersetzen. Man hat dann versucht, der Tatsache, daß auch die 
am Ende offene Leitung einen Strom, den Ladestrom, aufnimmt, 
dadurch Rechnung zu tragen, daß man die Kapazität der Leitung 
in einem ideellen Kondensator vereinigt denkt, der irgendwo 
zwischen Hin- und Rückleitung geschaltet liegt. Dieses Verfahren 
liefert annähernd richtige Ergebnisse, solange man sich nur um 
die Rückwirkung der Leitung auf den Rest des Stromkreises 
kümmert; os gibt aber keinen Aufschluß über die Vorgänge auf 
der Leitung selbst. 

Will man diese untersuchen, so ist es nötig, die Leitung als 
ein Gebilde zu betrachten, bei dem Selbstinduktion, Kapazität 
und Widerstand^) gleichmäßig über die Länge verteilt sind. Tut 

m 

1) Man führt mitunter noch die ,,Ableitung^^ als vierte Leituugs- 
konstante ein, um dem Umstände Rechnung zu tragen, daß der loo- 
latiouBwiderstand zwischen Hin- und Rückleitung niemals unendlich 
ffroß ist. Kr ist aber in Wirklichkeit stets so groß, daß der EinÜuß 
der Ableitung neben dem Einflüsse der anderen Konstanton kaum 
merklich wird. Prinzipielle Schwierigkeiten entstehen durch die Ein- 
führung der Ableitung in die Formeln nicht; die Hechniuigen werden 
aber umständlicher und weniger übersichtlich. Aus diesen Gründen 
berücksichtigen wir die Ableitung nicht. 

Wagner, KloktromaguotlioUe Aasgleioh« Vorgänge. 1 



1. Allgemeines. 



man dies, so macht man stillschweigend die Voraussetzung, daß 
diese sogenannten Leitungskonstanten nun auch tatsächlich un- 
veränderliche Größen sind. Das ist nicht der Fall. Strengere 
Untersuchungen, die von den Maxwellschen Differentialgleich- 
ungen des elektromagnetischen Feldes ausgehen, ergeben, daß 
die Leitungskonstanten von der Änderungsgeschwindigkeit der 
elektromagnetischen Feldgrößen abhängen^). Man findet, daß 
die Kapazität zwar erst bei äußerst hoher Frequenz von ihrem 
Gleichstromwerte abweicht, daß dagegen die Selbstinduktion 
schon bei verhältnismäßig niederer Frequenz abnimmt, jedoch 
mit unbegrenzt wachsender Frequenz einem endlichen Grenz- 
werte zustrebt, der bei dünnen Drähten von nicht zu kleinem 
gegenseitigem Abstände sich von dem Gleichstromwerte nur wenig 
unterscheidet, daß endlich der Widerstand mit wachsender Fre- 
quenz dauernd zunimmt, anfangs schnell, etwa im Quadrate der 
Frequenz, später langsamer, zuletzt mit der Quadratwurzel aus 
der Frequenz, so daß er bei unendlich großer Frequenz ebenfalls 
unendlich groß wird. Die Änderung der Kapazität rührt davon 
her, daß bei hoher Frequenz die elektrischen Kraftlinien anders 
verlaufen als bei Gleichstrom; die Änderung der Selbstinduktion 
und des Widerstandes hat ihren Grund vorwiegend in dem Um- 
stände, daß bei wachsender Frequenz das Leiterinnere mehr und 
mehr ström- und feldfrei wird. 

Da nun, wie erwähnt, die Änderungen der Kapazität erst bei 
äußerst hoher Frequenz überhaupt bemerkbar werden; da femer 
die Änderungen der Selbstinduktion meistens nur recht klein sind, 
in allen Fällen einen gewissen Betrag nicht überschreiten können ; 
da endlich die Größe des Widerstandes auf den Verlauf der Er- 
scheinungen nur von untergeordnetem Einflüsse ist, wie wir später 
(12. Abschnitt) darlegen werden, so dürfen wir im allgemeinen 
die Leitungskonstanten als unveränderliche Größen betrachten. 
In besonderen Fällen, z. B. bei Kabeln, deren Leiterradius groß 
im Verhältnis zum Leiterabstande ist, sind dann unsere Betrach- 
tungen nur annähernd richtig. 

Unter dem Namen „Freie Schwingungen" verstehen wir die 
ausgleichenden elektromagnetischen Vorgänge, die sich auf der 
Leitung abspielen, wenn diese von einem stationären Betriebszu- 
stand in irgendeinen andern stationären Zustand übergeht. Daß 



2) Siehe G. Mie, Ann. Phys. 2, 201 ff., 1900. 
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ein solcher Übergang im allgemeinen nicht unvermittelt geschehen 
kann, ist leicht einzusehen; denn der erste Zustand hinterläßt an 
jeder Stelle der Leitung im allgemeinen einen andern Strom und 
eine andere Spannung, als es der zweite erfordern würde. Sollte 
nun der Strom plötzlich sich um einen endlichen Betrag ändern, 
so würde wegen der Selbstinduktion der Leitung eine unendlich 
hohe Spannung entstehen; sollte die Spannung der Leitung sich 
irgendwo sprungweise um einen endlichen Wert ändern, so würde 
die Kapazität der betreffenden Leitungslänge einen unendlich hohen 
Ladestrom erfordern; beides ist nicht möglich. Da treten nun die 
freien Schwingungen auf und überlagern sich dem zweiten Zu- 
stande so, daß ein stetiger Anschluß an den ersten Zustand erreicht 
wird. Nun kann dieser verschwinden, denn die freien Schwing- 
ungen halten die ihm entsprechenden Strom- und Span nungs werte 
noch aufrecht; im Laufe der Zeit klingen die freien Schwingungen 
infolge der Dämpfung ab, und der zweite Zustand bleibt allein 
übrig. Es wird unsere Aufgabe sein, diese eben in großen Zügen 
skizzierten Vorgänge an einigen praktisch wichtigen Beispielen 
einer genaueren Betrachtung zu unterziehen. 

Das praktische Interesse an all diesen Untersuchungen gipfelt 
in der Feststellung der höchsten Spannung, die während der 
Ausgleichsperiode auf der Leitung auftritt, und die in gewissen 
Fällen ein Vielfaches der Betriebsspannung sein kann. Es ist 
aus wirtschaftlichen Gründen fast nie möglich, die Isolation der 
Anlage so kräftig zu bemessen, daß sie solchen vorübergehenden 
Gewaltproben sicher widersteht. Die Erkenntnis der Entstehungs- 
bedingungen dieser sogenannten Überspannungen zeigt uns 
aber Wege, sie zu vermeiden. 

2, Die Differentialgleichnngen. 

Ehe wir einen besonderen Fall ins Auge fassen, entwickeln 
wir zunächst die allgemeinen Differentialgleichungen, denen jeder 
elektromagnetische Vorgang in einer Leitung gehorchen muß, und 
suchen nach Lösungen, die wir später den uns gestellten beson- 
deren Aufgaben anzupassen haben. 

Um die Begriffe zu fixieren, betrachten wir eine einfache Schleife, 
bei welcher Hin- und Rückleitung parallel sind; beide sollen kon- 
stanten Querschnitt haben, jedoch braucht der Querschnitt der 
Hinleitung nicht gleich dem der Rückleitung zu sein; die Länge 
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der Schleife endlich soll groß sein gegenüber dem Abstand der 
Drähte. Wir bezeichnen mit l die (einfache) Länge der Schleife, 
mit w den Ohmschen Widerstand der Längeneinheit der Schleife (Hin- 

^ ^ . leitung und Bückleitung zusammen), mit 

I *.^' Lö I -^ die auf die Längeneinheit der Schleife 

j ^ — I — ^ 1 bezogene Selbstinduktivität, mit C die 

I pl'^ \Ip ' wirksame Kapazität zwischen Hin- und 

^ _' ' 1 / Rückleitung, ebenfalls für die Einheit der 

k X m ^iitJ^ ' Länge berechnet. In der Entfernung x 
I 1 V \ ^^°^ Anfang der Leitung (Abb. l) führen 

I wir zwei unendlich benachbarte senkrechte 

Schnitte 1 — 1 und 2 — 2, deren Abstand 
dx sei, und durch die auf der Hinleitung das Element AB^ auf 
der Rückleitung das Element CD bestinmit wird. ^ AB fließe 
der Strom i, dann beträgt in CD aus Symmetriegründen die Strom- 
stärke ebenfalls i. Die Spannung zwischen A und D nennen wir 
^1 , die Spannung zwischen B und C entsprechend pj . 

Nun wenden wir auf den Kreis A B CD das Induktionsgesetz 
an: „Für jede Fläche ist die zeitliche Abnahme des sie durch- 
setzenden magnetischen Flusses gleich dem Linienintegral der 
elektrischen Feldstärke längs der Randkurve, wobei der ümlaufs- 
sinn dieser Kurve und die Flußrichtung ein Rechtssystem bilden 
müssen": 

— Läx ^- = wiäx +JP2 — i^i- 



Nun ist aber 



Wir erhalten somit: 



i^2='i^i+ ^1^^- 



d'p . . T- dt .^ . 

Eine zweite Differentialgleichung gibt uns der Grundsatz von 
der Kontinuität: Der Strom, der in ein Leiterelement hinein- 
fließt, muß auch wieder aus diesem Element austreten, sei es, daß 
er als Leitungsstrom weiterfließt, sei es, daß er als Verschiebungs- 
strom im Dielektrikum wiedererscheint. Der eintretende Strom 

di 
ist i, der als Leitungsstrom austretende ist i -f- ^ dx^ der als 

Verschiebungsstrom austretende, oder, anders gesprochen, der zur 



Ein partikuläres Integral, einer einfachen Schwingung entsprechend. 5 



Aufladung des Elements dienende Strom ist Cdx J] . Man er- 



hält also: 



i '^ i 4- -A - dx 4- Cdx J\ 
^ ex ^ et 



oder: 

- V. - ">? ■ (") 

(la) und (Ib) sind die Differentialgleichungen für die Ausbreitung 
elektromagnetischer Störungen in langen Leitungen. Aus (Ib) 
ersieht man^ daß sich p und i durch partielle Ableitungen einer 
einzigen Funktion W des Ortes und der Zeit darstellen lassen. 

^^ cx^ (1) 

''^"^ et ' 

Setzt man die Werte für j) und i aus (1) in Gl. (la) ein, so er- 
hält man für W die Diiferentialgleichung: 

dx* ''^ dt +^^ dt* • ^^^ 

Diese Differentialgleichung läßt sich in eine andere umformen, 
die die erste Ableitung nach der Zeit nicht mehr enthält, wenn 
man setzt: 

ir= Ue-''^ (3) 

mit 

c bedeutet die Gnmdzahl der natürlichen Logarithmen. Dann er- 
hält man: 

J «*iCC7+iCy.. (5) 

Diese Gleichung versuchen wir durch den Ansatz zu befriedigen: 

U »^{A sin nt + B cos nt) V. (6) 

In diesem bedeuten Ä und i^, ebenso n noch willkürliche Konstanten, 
V eine Funktion von x allein. Setzt man aus (6) den Wert von 
U in Gl. (5) ein, so erhält man: 

-^*J « (- a^LC - n^LC) \\ 
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Setzen wir noch der Kürze wegen: 

(a^ + n^)LC = m^ (7) 

d* V 
und schreiben, wie üblich, -^—^ = F", so lautet die Bedingungs- 

gleichung für V: 

r'+tn2F=0. (8) 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist: 

F = a sin mx + 2> cos mx. (9) 

a und h sind die beiden willkürlichen Integrationskonstanten. 
Nun können wir nach den Gl. (3), (6), (9) den allgemeinen Aus- 
druck für W hinschreiben: 

W = e"""^(J. sin nt -\- B cos nt) (asin mx + h cos mx) (10) 

oder kürzer: 

W^ e-''*{Ä sin nt + B cos ni)V. (10a) 

AI 

Wir ersehen aus GL (lO), daß^— die Frequenz der durch TF dar- 
gestellten Vorgänge bedeutet; — ist die Wellenlänge, a die 

Dämpfungskonstante. W verläuft räumlich (in bezug auf x) rein 
periodisch nach einer einfachen harmonischen Funktion; zeitlich 
ändert sich W nach einer gedämpften einfachen harmonischen 
Funktion. Dasselbe gilt für p und i, die wir jetzt mit Hilfe der 
Gl. (l) angeben können: 

p = e-''\Ä sin nt + B cos nt) F', (ll) 

t = — Ce-"^[i—aÄ — Bn) sin nt + {An — aB) cos nt\Y. (12) 

Wie sich aus späteren Betrachtungen ergeben wird, machen wir 
für die. praktisch wichtigen Fälle nur einen ganz unwesentlichen 
Fehler, wenn wir die mit a multiplizierten Glieder gegenüber den 
mit n multiplizierten Gliedern in Gl. (12) vernachlässigen. Wir 
erhalten dann: 

i = Ce~^*{Bn sin nt — An cos nt) F. (12a) 

Über die Frequenz und die Wellenlänge können wir noch nichts 
aussagen; wir wissen nur, daß beide durch die Gl. (7) miteinander 



Die Lösung durch eine Reihe von partikulilren Integralen. 



verknüpft sind. Dadurch also, daß wir berechtigt sind, für A, J5, 
a, h und n jeden beliebigen Wert einzusetzen, geben uns die 
Gleichungen (ll) und (12) eine unendlich große Zahl von mög- 
lichen partikulären Lösungen unserer Differentialgleichungen (la) 
und (Ib). Die Zahl der möglichen Lösungen vermehrt sich aber 
noch ganz außerordentlich dadurch, daß auch die Summe einer 
endlichen oder unendlichen Anzahl solcher partikulären Lösungen 
eine mögliche Lösung der Differentialgleichungen darstellt; denn 
diese ist linear in bezug auf beide Variabein und auf ihre Ab- 
leitungen. Eine sehr umfassende Lösung der Differentialgleich- 
ungen wird sich daher in der Form einer unendlichen Reihe von 
Funktionen darstellen lassen, deren einzelne Glieder eben die 
partikulären Lösungen (11) und (12) bzw. (I2a) sind. Der 
mathematische Ausdruck hierfür ist: 

p = e-''^ ^{A ^m.nt + B cos nt) F', (13) 

/ - Cc"'^^(Bn sin nt - An cos nt) V. (14) 

Durch diese Gleichungen ist den Differentialgleichungen (la) 
und (I b) formell Genüge geleistet ; nun beginnt aber der schwie- 
rigere Teil unserer Aufgabe, nämlich die Ermittlung der ver- 
schiedenen Konstanten. Da der Wert von n und somit auch der 
von m hier noch beliebig ist, so sehen wir, daß im allgemeinen 
jede beliebige Frequenz und daher jede beliebige Wellenlänge auf 
unserer Leitung möglich ist. Fassen wir eine Welle von einer 
bestimmten Länge ins Auge, so sehen wir, daß auch über ihre 
Höhe und ihre Phase nichts Bestimmtes ausgesagt ist, denn 
auch die Wahl der Konstanten -4, 5, a, b liegt noch in unserer 
Hand. Erst die Stellung einer bestimmten Aufgabe liefert uns 
die Bedingungen, denen jene Konstanten noch zu unterwerfen 
sind, und aus denen man sie berechnen kann. Wir werden sehen, 
daß die Frequenz der freien Schwingungen (und damit auch ihre 
Wellenlänge) ganz allgemein durch die Art und Weise bestimmt 
ist, in der die Leitung mit dem übrigen Teil des Stromkreises 
verbunden ist. Amplitude und Phase hängen dagegen davon ab, 
welche Strom- und Spannungswerte der plötzlich aufgehobene 
stationäre Zustand hinterlassen hat und welche der neu eingeleitete 
erfordern würde. Das wird im einzelnen an den zu betraclitenden 
besonderen Fällen noch deutlicher zum Ausdruck kommen. 



8 2. Die Differentialgleichungen. 

Bevor wir aber zur Betrachtung von Sonderfällen übergehen, 
wollen wir die allgemeine Aufgabe, die wir uns stellen, etwas 
schärfer fassen. Durch die Reihenausdrücke 61. (13) und (14) 
läßt sich jeder elektromagnetische Vorgang auf einer Leitung dar- 
stellen, also auch die räumliche Verteilung und die zeitliche 
Änderung der Großen p und i im stationären Zustande. Das er- 
scheint auf den ersten Blick nicht möglich, denn der Faktor e~"', 
mit dem die ganze Summe multipliziert wird, nähert sich mit 
wachsender Zeit dem Werte Null imbegrenzt, während doch im 
Dauerzustande p und i entweder konstant (der Wert Null ist 
hierin einbegriffen) oder in endlichen Grenzen periodisch veränder- 
lich sind. Der Widerspruch löst sich dadurch, daß n auch kom- 
plex sein kann, also etwa: 

U - + V^^l 

Dann kann sich Äsiant -{- B cos nt verwandeln in A^e"^ sin cot 
-\- B^e"^ cos ft)#, so daß der Faktor e""^ sich weghebt. Man er- 
sieht indessen, daß die Reihen (13) und (14) nicht die günstigste 
Form- haben, um stationäre Vorgänge durch sie darzustellen. Wir 
wollen das darum auch nicht tun; wir spalten p und i in zwei 
Teile, deren einer den Dauerzustand angibt, während der andere 
die Abweichung vom Dauerzustande während des Übergangs- 
stadiums darstellt. Nur diesen letzten Teil schreiben wir in Form 
der Gl. (13) und (14) Es liegt dann folgende Aufgabe vor: 

Auf der Leitung herrsche zunächst der Zustand I, der übrigens 
nicht stationär zu sein braucht; ihm entsprechen die Werte ^i,^ und 
%i' P<fi ^^^ *«i sind Funktionen von x und ^; sie müssen natürlich 
den Differentialgleichungen (la) und (Ib) genügen, außerdem ge- 
wisse Nebenbedingungen erfüllen, die durch den übrigen Teil des 
Stromkreises und durch die in ihm tätigen EMKe gegeben sind. 
Li einem bestimmten Augenblicke, wir sagen zur Zeit f = 0, wo 
also Strom und Spannung auf der Leitung die Werte igJO) nnd 
psj(0) (beides Funktionen von x) haben mögen, werden irgend 
welche der erwähnten Nebenbedingungen plötzlich geändert. Den 
neuen Bedingungen würde ein stationärer Zustand II entsprechen, 
der sich auch einzustellen sucht, und der auf der Leitung durch 
die Werte p^^ und i,^ gekennzeichnet ist. Auch pg^ und ig^ sind 
Funktionen von x und t; sie erfüllen die Grundgleichungen (la) 
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und (Ib) und die veränderten Nebenbedingungen. Zur Zeit 
t mm müßte dann auf der Leitung die Spannung p^{0) und der 
Strom i«,(0) sein. In Wirklichkeit sind sie p^X^) und t*i(0). Es 
werden also ausgleichende EMKe p^ und ausgleichende Ströme if 
auftreten; wir nannten diesen Ausgleichsvorgang „eine freie 
Schwingung". Auch diejp^ und i^ gehorchen für sich den Diffe- 
rentialgleichungen (la) und (Ib); sie müssen Nebenbedingungen 
erfüllen, die durch den übrigen Teil des Stromkreises bestimmt 
sind; sie müssen endlich zur Zeit ^ = solche Werte haben, 
daß ein stetiger Anschluß des Zustandes I an den Zustand II 
(ohne Spiünge in Strom und Spannung) ermöglicht wird. Die 
letzte Bedingung läßt sich mathematisch ausdrücken durch: 



(15) 



\io)= \(o)+ v(o), 

3. Die Ladung einer am Ende oiTenen Leitung 
mit konstanter Spannung. 

Die erste Aufgabe, die wir behandeln, lautet: Die am Ende 
(bei ic =» l) offene Leitung, die zunächst überall ström- und 
spannungslos ist, wird zur Zeit ^ = am Anfange, d. h. bei a; »= 
mit einer Stromquelle verbunden, die unabhängig von dem ihr 
entnommenen Strome die Spannung bei or = auf dem konstanten 
Werte E aufrecht erhält. Welche ausgleichenden Vorgänge wer- 
den auf der Leitung auftreten? 

Der stationäre Zustand (I), der vor der Zeit < =« herrschte, 
ist gegeben durch: 

•" ° ''' (1) 

Der neue Beharrungszustand (II), dem die Leitung zustrebt, ent- 
spricht den Gleichungen: 

'■- = ^' . (2) 

Man überzeugt sich leicht davon, daß jedes der beiden Werte- 
paare (1) und (2) den Grundgleichungen (la) und (Ib) genügt 
und die Grenzbedingungen erfüllt, nämlich, daß bei x ^ l der 
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Strom i dauernd Null ist, daß femer im Zustande 11 bei x = 
die Spannung p den Wert E haben soll. 

Nach Gl. (15) in 2 haben die zu ermittelnden freien Schwing- 
ungen den folgenden Anfangsbedingungen zu genügen: 

V(0) = 0, 

p/O) = - £. ^ ^ 

Die zweite dieser Gleichungen gilt übrigens nicht im Punkte a; = 0. 
Hier muß py dauernd Null sein, da in diesem Punkte die Spannung 
P = Psi + P/ gewaltsam auf dem Werte E gehalten wird. Wir 
drücken das durch die Grenzbedingung aus: 

Py =-- für ic = 0. (4) 

Eine zweite Grenzbedingung: 

iy == für X = l (5) 

trägt dem Umstände Rechnung, daß die Leitung am Ende offen ist. 
Die den Gl. (11) und (12) des vorigen Abschnitts entsprechen- 
den Reihen lassen sich mit Gl. (4) und (5) vereinbaren, wenn man 

y\o) = 0, 

7(0 =0 

setzt. Wir fanden (Gl. (9), Abschnitt 2): 

y{x) = a sin mx + b cos mx^ 
also : 

V\x^ = am cos mx — bm sin mx. 

Die erste der Gl. (6) ergibt dann: 

a = 0; 
die zweite erfordert: 

cos ml = 0, 
d. h. 

ml=={2k + l)^=m,I (7) 

{k = 0, 1, 2 . . .). 

Wenn wir den Faktor b noch mit den Konstanten Ä und B der 
Reihen (ll), (12) in 2 vereinigen, erhält V die einfache Form: 

Vj^ = cos 7nf^x. (8) 



(6) 
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Aus der Gl. (7) ersieht man, daß neben der Grundschwinguug 
(Je » O) sämtliche harmonischen Ohertöne ungeradzahliger Ordnung 
auftreten. Die Wellenlänge der Grundschwingung wird 

Ao-^-4^ (9) 

also gleich der vierfachen Leitungslänge. Wir bemerken gleich, 

n 
daß die Frequenzen _ nicht wie die Wellenlängen in dem ein- 

fachen Verhältnisse der ungeraden Zahlen stehen; denn es ist nach 
Gl. 7, Abschnitt 2, 






"* f LC 

Sie stehen jedoch annähernd in diesem Verhältnisse, da cc^ gegen 
den andern Summanden meistens vernachlässigt werden kann. 
Das gilt in den praktisch vorkommenden Fällen schon für die 
Grundschwingung, daher erst recht für die Oberschwingungen. 

Zur Berechnung der Konstanten A und B dienen die Anfangs- 
bedingungen (3). Entsprechend der zweiten dieser Gleichungen er- 
gibt die Reihe (ll), wenn dort f «= gesetzt wird: 

^E^B,y[ + B,r,+ '', (10) 

worin nach (8) 

r][. =■ — tw^, sin m^x 

zu setzen ist. Nach den für Fouriersche Reihen gültigen Rech- 
nungsregeln erhält man aus (lO): 

i 
— fEV[dx 

;j __0 1_ 4^ 1 , . 

fV[,äx 



Die erste der Gleichungen (3) verlangt t^ = f ür f = 0. 
Setzen wir diese Bedingung in die Reihe Gl. (12), Abschnitt 2 ein, 
so folgt: 
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A = f ^*. (12) 

k 

Man bemerkt, daß A^ im allgemeinen klein gegenüber Bj^ ist. 

Werden für 7, A, B die Werte nach den Gl. (8), (11) und 
(12) in die Reihen (ll) und (12) des vorigen Abschnitts einge- 
setzt, so ergibt sich: 



* = 00 



Pf V ^""'2^2]fcVl^'''*^*'^*^^^^'^*^"^^^'''"*^^' ^^^^ 



V* 



A: = 

4£ 1 ^. '%n 1 w 






ArsO 



Hiermit wäre die Aufgabe vom mathematischen Standpunkte 
als gelöst zu betrachten; die beiden letzten Gleichungen setzen 
uns in die Lage, für beliebige Punkte x der Leitung und beliebige 
Augenblicke t Spannung und Strom zu berechnen. Wir wollen aber 
unsere Betrachtungen noch nicht abschließen; denn die Gleichungen 
haben nicht die geeignete Form, um uns einen schnellen Überblick 
über den Verlauf des Ladungsvorgangs zu gewähren. Das einzige, 
was wir ihnen unmittelbar entnehmen können, ist, daß p^ und if 
mit fortschreitender Zeit wegen des Dämpfungsfaktors e~"* immer 
kleiner werden. Sobald sie unmerklich klein geworden sind, sind 
die freien Schwingungen verschwunden; der Ladevorgang ist be- 
endet. 

Die Gl. (13) und (14) vereinfachen sich wesentlich, wenn 
man, den praktischen Verhältnissen entsprechend, a* gegenüber 
der Größe nl vernachlässigt. Dann verschwindet das Glied mit 
sin fij^t in (13)^). Außerdem wird nach GL (7), Abschnitt 2, 

»i = — =^ =Wit;. (15) 

V = ——n-^ bedeutet, wie wir zeigen werden, die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit elektrischer Wellen längs unserer Leitung. (Für 



1) Wir wären unmittelbar zu diesem Ergebnis gekommen, wenn 
wir gleich die angenähert richtige Gl. (12 a) des vorigen Abschnitts 
den Betrachtungen zugrunde gelegt hätten. 



Interpretation der Reihenausdrücke. 
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Luftleitungen ist v annähernd gleich der Lichtgeschwindigkeit 
3*10* km/sec.) Wir erhalten: 



ibs« 






A-=ao 



V-*^ Kz^""'22A:4:T^°®^*^^^^^****^' (^'^) 



Nun ist: 

sin m^x cos vm^^^ — - sin mi^{x + vi) + - sin mj^{x — t;<), 

cos mj^x sin t'Wj^^ — r- sin w^(a; + t'f) — 5- sin w^(ä: — v^). 
Daher auch: 

* = o 

A' B 00 

A=0 

* « oe 

V " '^i^ VI """' 2' 2Jfc + 1 '^ '"*(^ + *') 

A =0 



(18) 



(19) 



Der Ausdruck 



A: = Qo 

ST! 1 



22ifc-n«^^^*(^ + ^"0 



k^O 



stellt eine in — 05 -Richtung mit der Geschwindigkeit v fort- 
schreitende Welle dar; denn er Ändert sich nicht, wenn t etwa um 
T und X gleichzeitig um — tJt wächst. Ebenso bedeutet 

A'Boo 
A«0 
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dieselbe, jedoch in + a;-Richtung mit der Geschwindigkeit v fort- 
schreitende Welle. Zur Zeit < = decken sich die beiden Wellen. 
Welches ist nun ihre Form? 

Weil es am bequemsten ist, untersuchen wir sie in ihrer Lage 
zur Zeit < == 0. Aus Gl. (7) wissen wir bereits, daß die Welle 
die Wellenlänge 41 hat. Es genügt deshalb, daß wir sie im Inter- 
vall a; = bis ic = 41 betrachten. 

Für X — und auch für a? = 2 1 hat sie den Wert Null, denn 
dort hat jedes einzelne Glied den Wert Null. 

Wir wissen femer, daß für ^ = die Spannung j)^ *= — JE? 
sein muß, und zwar im ganzen Bereiche 

denn die Koeffizienten der Reihe Gl. (18) wurden ja mit Hilfe 
dieser Bedingimg berechnet. Es ist also nach (18) 






sm m'j^x. 



n ^ 2ÄJ + 1 
Die Welle 

* = 00 

- V Z 2F+T «"^ *»*^ 

E 

hat demnach im Bereiche <i x ^l den konstanten Wert r- • 

Denselben Wert hat sie auch im Bereiche 

l^x<2l, 

da die Funktion sin mj^x symmetrisch zimi Punkte x = l\&i (siehe 

Gl. 7). 

Im Bereiche 

21<ä;<4Z 

E 

hat die Welle den Wert + — ; denn es ist 

sin w,(2; + I) = sin(2Ä + l) J^- (21 + |), 

= — sin (2Ä; + 1) 2^ § = — sin w^^i 
Die Welle 

<)P(«) = - IT ^ 2fc + l '"^ '"*'' 



Darstellung durch fortschreitende Wellen. 
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kann daher durch die Abb. 2 veranschaulicht werden, (p(x) ist 
eine Welle von rechteckiger Form, dem Scheitelwert^ 

JE 

und der Länge 4^. 

1 




E 



I 



E 




Ic SS CO 

Form der Funktion ^ ■-, -, , sin m^x, 

Abb. 9. 

Die auf der Leitung tatsächlich vorhandenen Werte p und i 
der Spannung und des Stromes entstehen durch Überlagerung der 
Werte des Beharrungszustandes II [gegeben durch Gl. (2)] und der 
Werte der freien Schwingungen [Gl. (18) und (19)]: 



F^+Pf 



(20) 



Sehen wir von dem Dämpfungsfaktor e^"^ ab, ersetzen wir also 
einstweilen e"^* durch 1, so sagen uns die Gl. (18), (19) und 
(20) folgendes: 

Die Spannung p besteht aus einem konstanten Betrage Ej 
tlber den sich eine vom Anfang der Leitung zum Ende hin fort- 

schreitende rechteckige Welle vom Scheitelwerte — • ^- und eine 

in entgegengesetzter Richtung fortschreitende ebenfalls rechteckige 

Welle vom Scheitel werte — ^ überlagert. Die Länge der Leitung 

entspricht einer Viertelwellenlänge. 

Der Ladestrom i setzt sich lediglich aus zwei rechteckigen, in 

entgegengesetzten Richtungen fortschreitenden Wellen zusammen; 

die vom Anfang der Leitung zum Ende hin fortschreitende hat den 

E 1 / C E 1 / C 

Scheitelwert — o V j > ^^® andere den Scheitelwert "^ ^ y r' 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen beträgt 



V 



1 

yic 
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Wir verfolgen den räumlichen und zeitlichen Verlauf der Er- 
scheinung am besten an Hand der Abb. 3. Dort sind die beiden 
Wellen und ihre Resultierende zur Zeit Null, nach Yg, %, ^si Vsi 
1 Periode gezeichnet. 



'l 







tl_jd_j^l±il -l o -kl ^zl ^3l 




Verlauf der Spanntuig p. 



Verlauf des Stromes <*. 



Es ergibt sich folgendes Bild für den Vorgang der Ladung 
bei einer langen Leitung: 

In der ersten Viertelperiode schreitet eine rechteckige Span- 
nungswelle von der Höhe der Ladespannung E mit der Geschwin- 
digkeit V vom Anfang der Leitung ausgehend längs dieser fort. 
Am Ende der ersten Viertelperiode hat die Welle das Ende der 
Leitung erreicht und wird dort zurückgeworfen. Die ankommende 
und die reflektierte Welle überlagern sich, so daß, vom Ende der 
Leitung ausgehend, sich nun eine Ladung der Leitung auf die 
Spannung 2E ergibt, die am Ende der zweiten Viertelperiode bis 
zum Anfangspunkte fortgeschritten ist. Hier wird die Spannung 
unveränderlich auf dem Werte E festgehalten. Die ankommende 
Welle wird wieder zurückgeworfen und ruft nun eine vom An- 
fang der Leitung nach deren Ende hin fortschreitende Entladung 
der Leitung von der Spannung 2E auf den Wert E hervor, bis 
nach Ablauf der dritten Viertelperiode die ganze Leitung nur noch 
auf die Spannung E geladen ist. Die Entladung hört aber nun 
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sieht auf, sondern am Ende der Leitung wird die Entladewelle 
nach dem Anfang hin abermals reflektiert, so daß eine in der- 
selben Richtung hin fortschreitende völlige Entladung der Lei- 
tung erfolgt, bis am Ende der ersten Periode die ganze Leitung 
entladen ist. Dann beginnt das Spiel von neuem. 

Der Strom ist entsprechend während der ersten Halbperiode 
ein Ladestrom, der ebenfalls in Form einer rechteckigen Welle 
zunächst zum Ende der Leitung fortschreitet, von wo die Welle 
ohne Umkehr des Vorzeichens zum Anfang zurückkehrt. Li der 
ganzen zweiten Halbperiode hat der Strom das umgekehrte Vor- 
zeichen; er ist ein reiner Entladestrom. 

Während der ersten Halbperiode nimmt die Leitung Energie 
bei konstanter Leistung auf. Am Ende der ersten Viertelperiode 
ist ein Energiebetrag 

im elektrischen und ein gleicher Betrag A^^ im magnetischen Felde 
aufgespeichert: 

da der Scheitelwert der Stromwelle 



-^v. 



ist. 



Am Ende der zweiten Viertelperiode hat sich die Spannung 
verdoppelt, also A^ vervierfacht. Der Zuwachs stammt zu zwei 
Dritteln von der fremden Stromquelle; diese mußte ja ihre kon- 
stante Leistung weiter hergeben; das letzte Drittel entstand durch 
Verwandlung der magnetischen Energie in elektrische. Am Ende 
der zweiten Viertelperiode ist keine magnetische Energie mehr 
vorhanden, denn die ganze Leitung ist in diesem Augenblicke 
stromlos. 

In der zweiten Halbperiode wiederholen sich die Vorgänge 
im umgekehrten Sinne; nun liefert die Leitung die in ihr auf- 
gespeicherte Energie bei konstanter Leistung an das Netz zurück. 

Die beschriebenen Erscheinungen würden sich in ganz der- 
selben Weise in jeder Periode bis in alle Ewigkeit wiederholen, 
wenn, wie wir annahmen, der dämpfende Faktor e~^* — 1, d. h. 

Wagner, Elektroraagnetisohe AuBglelohBvorgängo. 2 
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wäre. Das ist aber' nie der Fall, denn to kann weder Null, noch 
kann L unendlich groß werden. Der Einfluß des Gliedes e'''^ ist 
aber leicht zu erkennen; er verursacht ein Absterben der Wellen 
mit fortlaufender Zeit nach einem einfachen Exponentialgesetze 
(fallende geometrische Beihe), so daß nach Ablauf einer genügend 
großen Zeit die Wellen unmerklich klein geworden sind. Es bleibt 
daher 

i = 

als stationärer Endzustand. 

Die durch Abbildung 3. gegebene Darstellung für den Ver- 
lauf der Spannung und des Stroms während des Ladevorganges 
erleidet durch die Dämpfung die einzige Änderung, daß der Scheitel- 
wert der rechteckigen Wellen in geometrischer Progression ab- 
nimmt, während die Welle wie die Glieder einer arithmetischen 
Beihe fortschreitet. Die höchste mögliche Spannung ist da- 
her nicht 2E, sondern 

WO T die Dauer einer Periode bedeutet. Nach Früherem ist 

Diese höchste Spannung tritt aber nur einmal, nämlich zur 
Zeit t ^^ ^ T, und nur in einem Punkte, nämlich am Ende der 
Leitung auf. 

Ganz streng genommen verläuft der Vorgang noch ein wenig 
anders; wenn wir nicht mehr a gegen n^^ vernachlässigen und 
wieder 

setzen, so ist nicht mehr wie früher 



Vj 



sondern 



_ 1 / 1 _ «^ _ l/j ^ccH* 
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^ ^ ^ ^_ , . . ■ ^ _ ■ — 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der einzelnen Harmonischen, 
die zur Zeit t ^ eine rechteckige Welle bilden , ist also ver- 
schieden; sie ist kleiner als im idealen Falle, am kleinsten für 
die Grundwelle; mit wachsender Ordnungszahl k nähert sich die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit asymptotisch dem idealen Werte 

" . Das vernachlässigte Glied — sin n^^t der Gl. (13) bewirkt 

yLiC ^j^ 

eine zeitliche Phasenverschiebung der einzelnen Obertöne gegenüber 
dem idealen Falle; auch diese Phasenverschiebung ist am größten für 
die Grundwelle; sie nimmt ab mit steigender Ordnungszahl. In- 
folge dieser Umstände ändert die zu Anfang rechteckige Span- 
nungswelle mit wachsender Zeit mehr und mehr ihre Form. In 
welcher Weise das geschieht, das zu ermitteln würde eine beson- 
dere Untersuchung erfordern;^) es hat aber wenig Interesse, da 
diese Änderungen verhältnismäßig langsam erfolgen; daher ist 
wegen der Dämpfung die ganze Schwingung längst abgelaufen, 
bevor jene Änderungen bedeutend geworden sind. 

4. Die Ladung der am Ende offenen Leitung mit 

Wechselstrom. 

• 

Wir wenden uns nun zu dem etwas schwierigeren Problem 
der Ladung der Leitung mit Wechselstrom. Wie im vorigen Ab- 
schnitt nehmen wir wieder an, die Leitung sei ursprünglich strom- 
und spannungslos; die Gleichungen, die den stationären Zustand I 
kennzeichnen, bleiben daher dieselben: 

*-"o' « 

Zur Zeit < ■- werde die Leitung am Anfange (bei a; «= 0) 
mit einer Stromquelle verbunden, deren Spannung unabhängig 
von dem ihr entnommenen Strome den Betrag 

p^Fün{mt + ß) (2) 

hat. Der stationäre Zustand, der dieser Spannung entspricht, ergibt 
sich, wenn man die Gleichungen (la) und (Ib) (S. 4) so integriert, 

1) Die Formänderung besteht im wesentlichen in einer Abrun- 
dung der Ecken der Spannungswelle. 

2* 
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daß p für X = den durch 61. (2) gegebenen Wert annimmt, und 
daß i für o; = / Null ist; da es sich um den stationären Zustand 
handelt, hat man keine Anfangsbedingungen zu beachten, p und i 
wechseln überall mit der (am Anfang der Leitung) aufgedrückten 



a> 



Frequenz — ; man spricht daher in diesem Falle von erzwunge- 
nen Schwingungen. Demgemäß lassen sich j)^ und i^ durch 
Gleichungen von der Form darstellen: 

p^ = F{x) sin {(üt + q> {x)) , (3 a) 

i^ = J{x) sin (cof + tf; to) (3b) 

Die Amplituden P{x\ J(x) sind ebenso wie die Phasenwinkel 
(p(x) und i/^(a;) Funktionen des Ortes. Es liegt nicht im Bahmen 
unserer Aufgabe, die angedeutete Berechnung dieser Funktionen 
durchzuführen (bezüglich dieser siehe das Buch von Boeßler, Fem- 
leitung von Wechselströmen, Berlin 1905, sowie die Aufsätze von 
Breisig, E.T.Z. 1899, S. 383; 1900, S. 87); wir schreiben un- 
mittelbar das Ergebnis an. Da es für die Betrachtung der Vor- 
gänge im stationären Zustande am bequemsten ist, sich des Vek- 
torendiagramms zu bedienen, geben wir die Lösung der Aufgabe 
gleich in der dieser Methode angepaßten symbolischen Schreib- 
weise.^) Wenn wir mit ^ die Abstände vom Ende der Leitung 
rechnen (; = i — x\ so gilt: 

i?,^= ye--'^ j^e-^Y^e+^^^ + e-y^e"-'"^^}, (4) 

i^^=_Z_ei(45o-9-|)[e+y^e+>^^-e->'^e->^^|- (5) 

y, d, r, s, 9, if; sind Konstanten, deren Werte aus den Lei- 
tungskonstanten zu berechnen sind. Es ist 



w 

CO 



y^Y^y^toL+Yto^L^ + w^ angenähert ( 

Y eine kleine Zahl ist) : 
w -\ / C a 



wenn 



1) In dieser bedeutet die Multiplikation eines Vektors mit e^^ 
bekanntlich eine Vorwärtsdrehung des Vektors um den Phasenwinkel qp. 
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6 - Y'^^ yliL + >/w*X* + w^ , angenähert: 






s- l/2eof 2y?+ 2 cos 2(5/; 



i/ic«+ w 



r — ^^-^ ' — , angenähert: 
"j/eoC 

e>"8in2(J? ., 

qp — arc tg — -7 — -,- - - — o( 

— arc tg [Ig y/ tg d^J; 

tl; «-S arc tff 

Über die Bedeutung der Gl. (4) gibt uns das Diagramm 
Abb. 4 Aufschluß. Von einem Drehpunkte aus trägt man den 
Vektor P der bei o? = herrschenden Spannung: 

i? — P sin (wf + /3) 
ab. Der Vektor 

s 

eilt dem Vektor P um den Winkel 9 in Phase nach, kann daher 

P 
durch einen Vektor OA von der Länge — dargestellt werden. Am 

Ende der Leitung, d. h. für £ « wird der Klammerausdruck der 
Gl. (4) gleich 2; verlängert man daher OA über hinaus um 
seine eigene Länge bis Ä^ so Bedeutet ÄA den Vektor der Span- 
nung am Ende der Leitung. Füi* irgendeinen Punkt £ der Lei- 
tung ergibt sich laut Gl. (4) die Spannung als Summe zweier 
Vektoren OB und 0B'\ OB eilt dem Vektor OA um den Win- 
kel <J{ in Phase vor und hat die Länge OA * c''^^. Der zweite 
Summand OB" eilt dem Vektor 0-ä um den Winkel 8^ in Phase 
nach und hat die Länge OA • 6"^^. Macht man OB' ^ 0B'\ 
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so ist B'B die Summe von OB and 0B*\ stellt also die Span- 
nung im PunMe | nach Größe und Phase richtig dar. Führt man 
diese Konstruktion für mehrere Punkte | durch, so ersieht man, 




Abb. 4. Spiralendisgramm einer leerlaufenden Leitung bei Wechselstrom. 

daß sich die Punkte B und auch die Punkte B" auf einer durcli 
A gehenden Spirale anordnen; entsprechend liegen natürlich die 
Punkte B' auf einer durch Ä gehenden Spirale. Die Spirale 
ist eine logarithmische; denn die Winkel (^§) ändern sich linear 
mit 5, während die Radien {OA • e^^ exponentiell anwachsen. 
Am Anfang der Leitung, für § = ^, wird der Winkel ö^ = öl\ 
ihm entsprechen auf den Spiralen die Punkte B,^ und ^/), d. h. 
der Spannungsvektor B[i)B(j). Dieser Vektor muß natürlich mit 
dem Vektor P nach Größe und Phase übereinstimmen, wenn die 
Konstruktion richtig durchgeführt ist. 

Wir können die Abbildung 4 auch gleich benutzen, um die 
Vektoren des Stromes i, darzustellen. 

Wäre 45® — o "^ ^ ^^^ *" "^ ^t ^^ wären die beiden Vekto- 

ren, aus denen sich i, zufolge der. Gl. (5) zusammensetzt, bis auf 
das Vorzeichen identisch mit den Vektoren, aus denen sich p^ zu- 
sammensetzt. Das erste Glied der Gl. (5) wäre durch den Vek- 
tor OB, das zweite Glied durch den Vektor —OB'' darzustellen; 
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der resultierende Vektor wäre demnach J?"5. Da 4ö®— ^ s*®^^ 

größer als Null ist, so sind die nach dem angegebenen Verfahren 

bestimmten Stromvektoren noch um den Betrag 45^— ^ i^ Sinne 

voreilender Phasenverschiebungen zu drehen. Die Größe r be- 
stimmt lediglich den Maßstab, nach dem aus der Länge der 
Vektoren die Stromstärke zu berechnen ist. 

Der Gebrauch der angegebenen Formeln und des Diagramms 
soll an einem Beispiel erläutert werden. Für dasselbe Beispiel 
werden wir dann die freien Schwingungen bestimmen. 

Wir betrachten eine Leitung von 300 km Länge, die mit 
Wechselstrom von 600 Perioden in der Sekunde betrieben wird. 
Diese außergewöhnlichen Verhältnisse sind absichtlich gewählt 
worden, damit der Einfluß der ungleichmäßigen Strom- und Span- 
nungsverteilung klar zutage tritt. Wir haben also: 

/ = 300 km, 
0) = 2 • TT • 500 = 3140 sec-^ 



Femer sei: 



L = 0,00221 Henry /km, 
C = 0,00503 Mi/km , 
w = 0,333 Ohm/ km. 



Dann ergibt sich: 



y « 2,515 • 10- »km- , 

(J=. 10,47 . 10-^ km-*; 

yl = 0,7545; <Ji = 3,14 = tt, 

s — 2,60, 
1 



-1 



. 1,512. 10-* Ohm 

g,-_;r- — 180^ 
^ = 87^ 15'. 



Da g) = — 180® ist, so herrschen zwischen der Spannung am 
Anfang der Leitung und der am Ende gerade 180® Phasenver- 
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Schiebung. Der Maximalwert der Spannung am Anfang der Lei- 
tung sei 

p= 50000 Volt. 

Dann ist die Spannungsamplitude am Leitungsende 



2- = 2- 19250 Volt 

8 



38 500 Volt. 



Der Winkel, um den die aus dem Diagramm ermittelten 
Ströme noch im Sinne positiver Phasenverschiebung zu drehen 
sind, wird 

45<>-t=- 1^12,5'. 

Eine Strecke, die im Spannungsmaßstabe 50000 Volt bedeuten 
würde, entspricht im Strommaßstabe 



50000 



= 75,6 Ampere. 



Um die logarithmischen Spiralen und aus ihnen die Strom- 
und Spannungsvektoren zeichnen zu können, müssen mm für ver- 
schiedene Abstände J vom Ende der Leitung die Vektoren OB 
und OjB" berechnet werden. In der folgenden Tabelle sind die 
Ergebnisse für sieben Punkte zusammengestellt: 



1 


*i 


H 


c + »'^ 


e-y^ 


8'' 

Volt 


Volt 





0» 





1 


1 


19 250 


19 250 


V 


so» 


0,1258 


1,133 


0,882 


21800 


16 950 


%i 


60" 


0,2515 


1,287 


0,777 


24 750 


14 950 


%i 


90» 


0,3773 


1,463 


0,683 


28150 


13150 


%i 


120« 


0,5030 


1,660 


0,603 


31900 


11600 


%i 


150« 


0,6288 


1,883 


0,5316 


36 200 


10 200 


i 


180« 


0,7545 


2,133 


0,469 


41000 


9 000 



Mit Hilfe dieser Werte ist das Vektorendiagramm (Abb. 5) 
gezeichnet worden. Die Punkte 0, 1, 2, . . . entsprechen den 
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Punkten | — 0, S -■ ^7, { — |l, . . . der Leitung. Die aus den 
Spiralen ermittelten Spannungsvektoren sind dann noch sämtlich 
im Punkte angetragen worden; der geometrische Ort ihrer End- 




punkte ist die j9- Kurve. Entsprechend ist die t- Kurve der geo- 
metrische Ort der Endpunkte der von aus gezogenen Strom- 
vektoren. (Bei der Zeichnung der i-Kurve ist es zweckmäßig, die 
dem Spiralendiagramm entnommenen Stromvektoren gleich um 

den Winkel 4ö ® — im Sinne voreilender Phasenverschiebung zu 

drehen. Dadurch gelangen die Stromvektoren in die richtige 
Lage zu den Spannungs Vektoren.) 

Ein anschauliches Bild von der Verteilung der Spannung und 
des Stromes gibt die Abb. 6. Dort sind für verschiedene Augen- 
blicke innerhalb einer halben Periode Spannung und Strom als 
Funktionen des Ortes über der Leitung aufgetragen. Das erste Bild 
gibt die Verteilung im Moment, in dem die Spannung am Anfang 
der Leitung ihr Maximum hat. Das zweite zeigt die Verteilung 
Yjg Periode später, das dritte nach ^j Perioden, das vierte nach */jg 
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Perioden, das fünfte nach */,2 Peri- 
oden, das sechste nach ^^^ Perioden. 
Nach 712 — Va Periode ist die Ver- 
teilung wieder wie zu Anfang, nur 
mit umgekehrtem Vorzeichen; Ent- 
sprechendes gilt von den nächsten 
Zwölfteln der Periode. 

Nun, da wir den erstrebten Be- 
harrungszustand kennen gelernt haben, 
schreiten wir zur Lösung unserer Auf- 
gabe, die darin besteht, anzugeben, wie 
sich der Beharrungszustand ausbildet. 
Dieser ist durch die Gl. (3 a) und (3 b) 
oder auch in anderer Form durch die 
Gl. (4) und (5) gekennzeichnet. 

Zur Darstellung der freien Schwin- 
gungen benutzen wir die Reihen Gl. (13) 
und (14), Abschnitt 2, in denen bereits 
a^ gegen n' vernachlässigt, das heißt 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v der 
Wellen als unabhängig von der Wellen- 
länge angenommen worden ist. Der 
Einfluß dieser Vernachlässigung ist 
jcJar^ ^ il %l il 7 ^™ vorigen Abschnitt besprochen wor- 

Abb. 6. Verteüung de. Strome. ^^^\ W"" ^erdcu am Ende dicseS Ab- 
und der Spannung über eine leer- SChnitts die Größe dcS Fehlers ab- 
laufende Leitung bei Wechsel- , . 
.trom im Beharrungszustande. SCnätzen; 



Pf = e-«*^(^ sin nt + B cos nt) V 
i^ SB Ce~^^ ^(Bn sin nt — An cos nt) V 

F = a sin mx + h cos mx 

m 
n = — - -- = w • r 

]/LC 



(6) 



Die Grenzbedingungen, die zu erfCLllen sind, ergeben sich 
aus folgenden Festsetzungen: 

1. Am Anfang der Leitung (x = 0) ist die Spannung schon 
gegeben: 

p=p,^-= P sin (at + ß). 
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Da andererseits 

JP - A, + JP/ 
ist, so ergibt sich: 

p^ — für o: — 0, 

das heißt: 

7'(0) - 0. (7) 

2. Am Ende (bei x '^ l) ist die Leitung offen; daher ist 

t^ — für X — l 

''" VQ) - 0. (8) 

Wir haben also dieselben Grenzbedingungen wie im Abschnitt 3 
(61. 6). Daher gilt hier, wie dort: 

Vf^ — cos W;tir, 

Zur Bestimmung der Koeffizienten Ä und B dienen die Anfangs- 
bedingungen: 

v(o) - »..(0) + v(o), 
i>..(o)-j»..Co)+iv(o). 

\(9) ^^^ Ps (P) s^^^ ^^^^ ^1' (3^)j '^zw. (3a) gegeben durch 

\(0) - /(a;) sin ^(x) = Ä (a;), 
i),/O)-P(a0sin(;p(;r)-(7(a;). 

Wird die Leitung z. B. in dem Augenblicke eingeschaltet, in dem 
die Spannung am Anfange (x — 0) gerade durch ihr Maximum 
geht, so sind die Funktionen h(x) und (ji(x) in dem gewählten 
Beispiel (Abb. 6) durch die ersten Kurven (t — 0) dargestellt. 
Da nach Gl. (1) 











\ - 0, 










A.-o 


sind, 


so 


ergeben 


sich die 


Beziehungen: 

i/0)--Ä(x), 



(11) 
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Setzt man ^ «" in den beiden ersten Gleichungen (6), so folgt: 

i,{o) - - c 2 M,y„ 
1^(0)- ^5, f;. 

Unter Berücksichtigung von (9) und (ll) ergibt sich aus diesen 
Gleichungen: 

h(x) = C ^A^fij, cos w^aj, (12a) 

Vermittelst (12 a) und (12 b) haben wir h(x) und g{x') 
durch Fouriersche Reihen dargestellt, die nach einfachen har- 
monischen Funktionen ungeradzahliger Ordnung fortschreiten. 
Nach den für das Rechnen mit Fourierschen Reihen gültigen 
Regeln könnten wir nun die Koeffizienten Ä^ und B^ berechnen. 
Wir wollen uns jedoch gar nicht damit aufhalten, da wir ihrer 
für die folgenden Betrachtungen nicht bedürfen. Dagegen nehmen 
wir die GL (l2a) und (12b) zu Hilfe, um die Funktionen h(x) 
und g{x), die ihrer Entstehung nach (siehe Gl. (10)!) nur im Be- 
reiche O'^x ^l definiert sind , über diesen Bereich hinaus fort- 
zusetzen. Wenn man die Beziehung 

«.,-(2fc+l)^ 

berücksichtigt, so erkennt man leicht die Richtigkeit folgender 
Gleichungen: 

h{x) ^ h(x + il), 

ff(x) - gix + 41), ^ 

11(21 - x) = - h{x), 
g(2l-x)-= </(«), ^ 

h(2l + x) = h{2l - x) h(x), 

g{2l + x) g{2l-x) g(x), ^ ""^ 

h{x) = h(x + 4|»I) 

g{x)=g(x+ 4(il) •• (I3d) 

mit I» ^ 1, 2, 3, 4 ... . 

Diese Gleichungen definieren Wellen von der Länge 4{; die Welle 
g(x) ist symmetrisch zu den Punkten x ^=1, x=' 31 usw., die 



Die Form der freien Wellen. 29 



Welle ä(x) ist symmetrisch zu den Punkten a; — 0, o: — 2^ usw. 
Da man die Form der Wellen im Bereich O^x ^l kennt, so 
kennt man sie nach Gl. (I3b) im Bereiche 1^x^21^ weiterhin 
nach 61. (13 c) im Bereiche 2 ^ ^ a; ^ 4 / und endlich nach Gl (l 3 d) 
für jedes beliebige x. In den Punkten a? =• 0, 2 ^, 4/, . . . ist g{x) un- 
stetig, und zwar gilt dort g{x — A) «^ — g{x + ^) (nach 61. 13c); 
in den Unstetigkeitspunkten selbst hat die Funktion den Wert 
Null, weil für diese Punkte nach Gl. (12 b) jeder der Summanden 
von g(x) verschwindet. In den oberen beiden Kurven der Abb. 7 
ist der Verlauf von g{x) und h(x) für eine ganze Wellenlänge 
dargestellt, wobei der Verlauf dieser Funktionen im Intervall 
OJ — bis a; — l dem ersten Kurvenpaar der Abb. 6 entspricht. 
Nach diesen Betrachtungen sind wir in der Lage, für jedes be- 
liebige X den Wert der Summenausdrücke auf der rechten Seite 
der 61. (I2a) und (12 b) anzugeben. 

Wenn wir nun nach 61. (9) die Werte von V und V in die 
beiden ersten 61. (6) einsetzen und zugleich für n seinen Wert mv 
einführen, so erhalten wir: 

Pf — e""*{— ^Ä^mt sin m^rc sin m^vt • 
-^^Bi^mj^ sin m/^x cos m^vt ) , 

fy» ■- Ce" * ' { S^t^t sin mj^v t cos m^a; — ^^k^k ^^^ %*' ' ^^^ %^ } ^ 
oder: 

iV- c-"' (- l Yi^f^^k^k cos m,(x - vt) 



/ -«""*{ i Vi 2 •^**** ^^^ ^"^^ "^ ^*^ 



Mit Rttcksioht auf Gl. (12 a) und (I2b) lassen sich diese Aus- 
drücke in der übersichtlichen Form dai-stellen: 



30 ^' I^io Ladung dei am Ende offenen Leitong mit Wechselstrom. 

(14 a) 

— 2 K^ + vt) — --g(x — vt) |, 

i,-e-'"[+iyi9(x+vt)-^yigix-vt) 

1 1 1 

Nach diesen Gleichungen kann man sich sowohl p^ als auch 
if entstanden denken durch Überlagerung von je zwei in + aJ-Rich- 
tiing und zwei in — ic- Richtung mit der Geschwindigkeit v fort- 
schreitenden, zeitlich gedämpften Wellen. Zum Beispiel haben bei 
p^ die in + a?- Richtung fortschreitenden Wellen die Formen der 

Funktionen —ö I/tt^C^) '^^^ — « 9{^\ ^® ^^ ^®^ umgekehrten 
Richtung fortschreitenden Wellen die Formen + -^y -^ ^ (^) ^"id 

Schreibt man der Kürze halber: 

y^h(x) = hXx), yig(x)^ff'ix) 

und setzt die in derselben Richtung laufenden Wellen zu einer 
einzigen zusammen, so ergibt sich: 

J9y entsteht durch Überlagerung der in + ic- Richtung wan- 

demden Welle — — und der in entgegengesetzter Richtung 

fortschreitenden Welle — ^^ — • 

if entsteht durch Überlagerung der in + rc- Richtung wan- 
dernden Welle ^ — — und der in entgegengesetzter Richtung 

wandernden Welle 

Die Form der Wellen, aus denen sich i^ ergibt, zeigt das 
zweite Kurvenpaar der Abb. 7, die Wellen für p^ das dritte 
Kurvenpaar dieser Abbildung. Das Bild ist gezeichnet für die 

Zeit ^ *= 0. Man wird erstaunt sein, daß die Welle — ^^ die- 
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^ TL* 

selbe Form hat wie die Welle -- ^ • Der Grund ist folgender: 
tj und h sind beide dem Diagramm Abb. 5 entnommen worden. 




1 1^'^ 



Abb. 7. 



Die Strecke ) die in dem Diagramm etwa Ä Volt bedeutet, be- 

deutet dann laut Ql. (4) und (5) auch ' Ampere. Nun ist die 

^(/-Kurve mit dem Spannungsmaßstabe, die /^Kurve mit dem Strom- 
maßstabe auszuwerten. 

Betrachten wir etwa die Welle - g- ^ 'i\ Oy l"^^) ' 
Der Maßstab von h ist des Maßstabes von g oder - y p do& 
Maßstabes von g\ Da der Ausdruck ~ l/>i praktisch den Wert 



1 hat, so erh&lt man die Form der Welle 



-g'-h 



wenn man 



die Werte von g und h ohne Berücksichtigung der Verschieden- 
heit ihrer Maßstäbe dem Diagramm entnimmt und g' mit g identi- 

— h' — n 

fiziert. Entsprechendes gilt von der Welle -- • 

Die übrigen Symmetrien in den Kurvenbildern erklären 
sich leicht aus dem Bildungsgesetze der vollständigen g- und 
;* -Welle. 
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Entsprechend den Gleichungen: 

» = ^ + V 

sind wir jetzt in der Lage, folgendes anschauliche Bild vom Ver- 
laufe der Spannung und des Stromes auf der Leitung vom Augen- 
blick des Einschaltens an bis zur Ausbildung des Beharrungszu- 
standes zu entwerfen: 

Man denke sich in den einzelnen Punkten der Leitung als 
Ordinaten die Werte der Spannung i>^(0) und des Stromes t,^(0) 
aufgetragen, die dort bestehen würden, wenn sich der stationäre 
Zustand sofort einstellte. Man erhält so die Kurven g{ic) und h{x). 
Für die Bestimmung des Spannungsverlaufes zeichne man sich 
dann nach dem entwickelten Verfahren aus g{x) und hix) die 

Wellen — - und ~ — - — -- Zur Zeit f = heben sich diese 

Wellen mit der Kurve g{x) gerade auf, außer bei a? = 0, wo die 
Wellen beide den Wert Null haben. Es ist also der Anfangs- 
bedingung Genüge geleistet, die ja erforderte, daß die Leitung 
für f = spannungslos sei, natürlich abgesehen vom Punkte 
a; — 0, wo die Spannung von außen her erzwungen wird. Für 
irgendeine spätere Zeit t findet man die Spannungsverteilung, wenn 
man zunächst den der Zeit t entsprechenden Verlauf der Span- 
nung p^ (i) für den stationären Zustand aufträgt, alsdann die 

Welle — - in -f ic- Richtung um die Strecke vt verschiebt 

und die Welle gleichzeitig im Verhältnis 1 : e^^* verkleinert, 

ebenso die Welle in — rr- Richtung um die Strecke 

vt verschiebt und dabei ebenfalls im Verhältnis 1 : e"""' ver- 
kleinert und endlich die so erhaltenen drei Kurven addiert. Da 
füi* eine hinreichend große Zeit t der Betrag von e~"' unter jeden 
endlichen Wert sinkt, so ersieht man auch, daß die Wellen mit 
fortschreitender Zeit immer kleiner werden, so daß zuletzt nur 
noch die Werte des Beharrungszustandes übrigbleiben. 

In derselben Weise findet man auch den Verlauf des 
Stromes. 

In den Abbildungen 8 a imd 8 b ist die Zeichnung für einige 
Punkte durchgeführt. Die dünn ausgezogene Linie gibt den Verlauf 
der Spannung bzw. des Stromes im stationären Zustande, die punk- 
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tierte Linie die zugehörige, in •{• x-Bichtung fortschreitende Welle, 
die gestrichelte Linie die entsprechende in — OJ-Richtung fort- 
schreitende Welle; die stark ausgezogene Kurve stellt die resul- 
tierende Spannung bzw. den resultierenden Strom dar, die sich 
durch algebraische Addition der drei Kurven ergeben. Das erste 
Bild entspricht dem Zeitpunkte des Einschaltens, d. h. der Zeit 

T il 1 

< — 0. Das nächste zeigt die Vorgänge nach ^ =» ^ =■ ~ — ■ ^ sec. 

Die Wellen haben eine Strecke von der Länge j l zurückge- 
legt; gleichzeitig ist \ der Periode des erzwungenen Wechsel- 
stromes vergangen, denn diese Periode hatten wir zu r — ^^ sec. 
angenommen. Die folgenden Bilder gelten für 

' 4 2' 

^ 8 -^ 4 ^' 

^ = I T — 1^ T usw. 

Der Umstand, daB hier T«= 2 t ist, hat natürlich seinen 
Grund nur in der besonderen Wahl der Leitungslänge und der 
erzwungenen Frequenz. Im allgemeinen kann das Verhältnis T/r 
einen beliebigen Wert haben. Sind t und T inkommensurabel, so 
kann, auch wenn man vom Faktor c~"' absieht, von einer Perio- 
dizität des resultierenden Vorgangs natürlich keine Rede mehr 
sein. In unserem Bilde existiert infolge der speziellen Beziehung 
T =« 2 t eine solche Periode, sie ist eben T selbst. 

Bei der Zeichnung wurde der Einfachheit halber der Faktor 
e""*'= 1 gesetzt, das heißt die zeitliche Dämpfung der Wellen 
nicht berücksichtigt. In Wirklichkeit betragen sie nach einer 

ganzen Periode (^ =« T = ^ sec) nur noch 

c-«'= c"2Z ^ = e-^'802 ^ 0,738 

ihres ursprünglichen Wertes. 

Bei dieser Gelegenheit wollen wir auch cli© Größe des Fehlers 
abschätzen, der dadurch entstanden ist, daß wir die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der verschiedenen Harmonischen, aus denen sich 
unsere Wellen zusammensetzen, als konstant angenommen haben. 
Diese Annahme war notwendig, damit die Wellen bei ihrer Fort- 

Wftgner, Elektromagnetiiohe AusgleiohBYorg&tigp. 3 
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bewegimg ihre Gestalt beibeliielt«n. Der Fehler besteht, darin, 
daB n*-{- a' durch n* ersetzt wird; er ist am größten für das 



(f-^r 






t-ir 



Sptutnuag 

Abb. 8>. TsöBnf der Spuunug und dei Strömet li . ._ 

Laitang mit Wooli>ol>[ronL 

kleinste n, d. h. fOr die Gruadschwiugung. Neunen wir fOr diese 
den wahren Wert n, den Näherungswert »g, so ist 



-V«!- 



In unserm Beispiel ist: 



" %L "^ 2 0,00221 ^ '" * 
2» 2» -3. 10' 
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t^r 



H^ 



i^t 



Da hier o* klein gegen nj ist, so können wir die Quadrat- 
wurzel nach dem binomischen Satze entwickeln und die Glieder 
vom zweiten ab vemacblKssigeQ; wir erhalten: 

n-«„(l-^)-«„(l-0,00116). 

Der Fehler in der Frequenz und daher auch der Fehler in der 
Fortpflanzungsgeachwindigkeit io -» 1 betragt also nur 0,116%. 
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Wir sehen, daß es auch bei der verhältnismäßig sehr langen 
Leitung (l — 300 km) noch zulässig ist, die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit der freien Wellen als unabhängig von der Fre- 
quenz anzusehen; bei kürzeren Leitungen ist der Fehler noch viel 
.kleiner. 

Um eine noch deutlichere Vorstellung vom Verlauf der Er- 
scheinungen zu erhalten, hätten wir die Zeichnung für noch kürzere 
Zeitintervalle durchführen müssen. Wir würden dann auch er- 
kennen, wie sich vom Zeitpunkte ^ == an Strom und Spannung 
vom Punkte a; = her ausbreiten, wie die Störung nach und 
nach inmier weitere Stücke der Leitung in Mitleidenschaft zieht, 
und wie man bei rr = I und später bei ic = Reflexionen der 
resultierenden Welle beobachten kann. 

Über die höchste Spannung, die während der Ausgleichs- 
periode auftritt, läßt sich im allgemeinen wenig sagen. Sie hängt 
ab vom Augenblick des Einschaltens (bezogen auf den Verlauf der 
erzwungenen Schwingung) und auch von der Leitungslänge und 
von der Dämpfung. Vernachlässigt man diese und auch den vom 
Ladestrom herrührenden Anteil h'(x) der Sp an nungs welle, so 
wird die Spannung am größten, wenn man im Augenblick der 
größten überhaupt auf der Leitung stationär existierenden 
Spannung E^^ einschaltet und wenn femer die erzwungene und 
die freie Frequenz in einem einfachen geradzahligen Verhält- 
nis stehen. Die höchste auftretende Spannung ist dann 2.E^^^. 
In unserm Beispiel, bei dem diese Bedingungen zutreffen, 
tritt das in der unmittelbaren Nähe des Punktes a? == für 
t = \T ein. 

Wir ziehen daraus das praktisch wichtige Ergebnis, daß eine 
Leitung, deren Isolierung der doppelten höchsten Betriebs- 
spannung widersteht, beim Einschalten keinen Schaden neh- 
men wird. 



5. Die Aiisbreitiiiig einer zu Anfang willkfirlich ver- 
teilten Ladang über eine beiderseits offene Leitung. 

Eine beiderseits offene Leitung erhalte zur Zeit t = plötz- 
lich, etwa durch einen Blitzschlag, eine Ladung, deren Verteilung 
über der Länge l durch irgendeine Funktion q(x) gegeben sei. 
q(x) soll die Ladung der Längeneinheit sein, so daß die Ladung 



Lösung durch willkürliche Funktionen. 37 



im Elemente dx bji der Stelle X den Betrag q(x)dx hat. Dem 
entspricht eine Spannungsverteüung 

"..(0) - 'ff: -»('). 

w. ,(.) nur ^ Abk*.u.g «^ »« ,^„^ 

Wir könnten die vorliegende Aufgabe leicht ebenso wie die 
in den beiden vorigen Abschnitten behandelten Probleme mit Hilfe 
des im zweiten Abschnitte entwickelten Beihenansatzes (Gl. (12) 
oder (13) und (14)) lösen. Der Grundgedanke dieser Lösung war 
die Zerlegung des wirklichen Ausgleichsvorganges in eine Reihe 
übereinander gelagerter Teilvorgänge, deren jeder räumlich ein ein- 
faches Sinusgesetz befolgt. Es ergab sich dann in den schon be- 
handelten zwei Beispielen, daß sich die Teilschwingungen unter 
bestimmten als zulässig erachteten Vernachlässigungen zu Wellen 

zusammensetzen laßen, die sich mit der Geschwindigkeit t; = .^ 

teils in dereinen, teils in der entgegengesetzten Richtung fortbewegen. 

Wir wollen nun die in diesem Abschnitt zu lösende spezielle 
Aufgabe als einfaches Übungsbeispiel für ein zweites Verfahren 
zur Lösung von Schwingungsproblemen in Leitungen benutzen, 
das unmittelbar von den fortschreitenden Wellen auf der Leitung 
ausgeht. Es ist aber gut, von vornherein zu betonen, daß die 
Anwendbarkeit dieses Verfahrens nur eine beschränkte ist; auch 
ist es hier schwierig, die Größe des Fehlers zu beurteilen, den man 
durch die Vernachlässigungen begangen hat, die bei der Ableitung 
des Verfahrens gemacht werden müssen. Aus diesem Grunde 
wurde die umständlicher erscheinende Methode der Reihenentwick- 
lung vorangestellt. 

Wir gehen aus von den DiiFerentialgleichungen: 

_|£=»^i + i|i (la) 



Die zweite dieser Gleichungen ist stets erfüllt, sobald 

_dW 

„dw 

'--^ dt 



(1) 
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^^^^^A^^mm — ^— ■ ■■»■»■■■ ■■■■■ ■»■ ■■ ■ ■ ■ ■ ^.^-^^p^^^M^^^^^— ■ I ■!■ I . - I. ^- ■ 

gesetzt wird. W ist irgendeine Funktion von x und f, für die 
wir durch Einsetzen der Ausdrücke für p und i in 61. (la) die 
partielle Differentialgleichung erhalten: 

Ist der Widerstand w klein, so darf man in erster Annäherung 
setzen : 

dx^'~ ^^ dt* ""t?* dt* ' ^^^ 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist bekannt; es 
wurde von d^Alembert gefunden und lautet: 

TF= J\ (a; + vt) +F^{x — vt), (4) 

F^ und JPj sind willkürliche Funktionen. Die Eichtigkeit 
dieser Lösung kann leicht durch Einsetzen in Grl. (3) geprüft werden. 

Der in dieser ersten Annäherung enthaltene Fehler ist uns 
jedoch noch zu groß. Wir versuchen die Lösung Gl. (4) dadurch 
zu verbessern, daß wir den Ansatz: 

TF== tp(0 [F,ix + vt) + F,{x- vt)}, 
oder kürzer geschrieben: 

W^ t {F, + F,) (5) 

versuchen, if; ist eine noch zu bestimmende Funktion von t allein. 
Dann erhält man nach GL (l): 

i = - Cv^(F[- F^) - Cii>' {F, + F^). ^ ^ 

F[, F^, t/;' bedeuten, wie üblich, die ersten Ableitungen der Funk- 
tionen JPi, F^j 1/;. Indem diese Ausdrücke für p imd i in die 
Gl. (la) eingesetzt werden, ergibt sich folgende Beziehung: 

- if; (F[' +F',') = -wGv^ (Fl - f;) - u- C^' (F, + F,) 

- LCv^^{F'; + F';) - 2LGv^'{F[ - F^)-LC^"(F,+ F,). 

Da L.Cv^'^ 1 ist, so vereinfacht sich diese Gleichung zu: 

o = v\_w^ {F[ - f;) + 2i V iF[ - jf;)] 

+ iw^,' (F, + F^) + it" {F^ + F,)]. 
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Aus dieser Beziehung wäre t|; zu ermitteln. Da es sich nur 
darum handeln kann, eine zweite Näherung für W zu berech* 
nen, so wollen wir den zweiten Klammerausdruck gegenüber dem 
ersten, der mit >, also einer sehr großen Zahl, multipliziert ist, 
vernachlässigen. Dann ergibt sich: 

oder: ^ ^, 

Dieser Gleichung ist genügt durch 

Nun können wir nach Gl. (6) die Lösungen für p und % an- 
schreiben. Da wir bei der Berechnung von i/; die alleinstehenden 
Glieder gegenüber den mit v multiplizierten vernachlässigt haben, 
so ist es folgerichtig, dies in dem Ausdrucke für % (Gl. (6)) wieder 
zu tun. Wir erhalten alsdann: 

p » c-«' {F[{x + vt) + F'^(x -vi)], 

i Cve-^^lF^ (x + vt) - F'^{x — vt)). 

Schreibt man: 

F[{x + vt)^f,{x + vt), 

F^lx - vi) ^ f,(x ^ vt) 

und ersetzt v durch seinen Wert — -- — , so erscheinen die Glei- 

YLC 

chungen für j? und i in der Form: 

P-e-^^[f,{x^vt) + f,{x + vt)}, 

i^e--^y^^{f,{x-vt)-f,{x + vt)). ^^^ 

Nach diesen Gleichungen kann man sich Strom und Span- 
nung entstanden denken durch Übereinanderlagerung von je zwei 
Wellen f^ und f^ , die sich in entgegengesetzter Richtung mit der 
Geschwindigkeit v unverzerrt fortbewegen und dabei zeitlich nach 
einem Exponentialgesetze gedämpft sind. 

Die unmittelbare Darstellung der Ausgleichsvorgänge durch 
die Wellen /i und /j vereinfacht die Betrachtung solcher Vorgänge 
wesentlich und erleichtert ihr Verständnis. Da jedoch bereits ver- 
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einfachende Annahmen in dieser Darstellung enthalten sind, so 
wollen wir ihren mathematischen Ausdruck, die Gl. (7), noch auf 
einem zweiten Wege ableiten. Wir werden dann sehen, daß jene 
Vereinfachungen darauf hinauskommen, daß der Dämpfungsfaktor a 
als klein gegen n (die Zahl der Schwingungen in 27r Sekunden) 
angenommen wird. Nur dann ist die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit praktisch imabhftngig von der Wellenlänge der einzelnen 
Schwingungen, aus denen man sich den gesamten Vorgang zu- 
sanunengesetzt denken kann. Wir fanden für die Spannung p und 
den Strom i einer solchen Teilschwingung im zweiten Abschnitte 
die Ausdrücke (Gl. (11) und (12)): 

p = eJ~"'(-4 smnt + B cos ni) V'{pc)^ 

i =. Ce-''*[{aÄ + nB) sin nt + («^ — nA) cos nt] V(x). 

Ist a klein, so vereinfacht sich die letzte Gleichung zu: 

i mm nCe^^^B smnt — Ä cos nf) V{x), 

Für V(x) gut allgemein (2, Gl. (9)): 

V(x) == a sin mx + h cos mx, 
also 

V\x) = — mb sin mx + ma cos mx. 

Führt man diese Ausdrücke in die Gleichungen für p und i ein, 
so wird: 

p — c""'« m[aB cos nt cos mx — bÄ sin nt sin mx 

+ aA sin nt cos mx — hB cos nt sin mx], 

i = Cwe"""' [aJ? sin nt sin mx — hA cos nt cos mx 

— aA cos nt sin ma; + bB sin nf cos mx\ 

Ist a klein gegen n, so hat man (2. Gl. (7)) 

m 
n = = mi?. 

1/iC 

Dann lassen sich nach bekannten trigonometrischen Formeln die 
Gleichungen für p und i umformen in 

_^.raB — hA f . aA-^bB . . . 

p^=^me " M cos m(x — vt) ^ sin m(x — vt) 

.aB + bA . . .. . aA — bB . / , .0 
H ^ cos m{x + vt) -] smm{x -\- vt)L 
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y c~"M — z Q,o%m[x — vi) ' sm»i(a;— rf) 

^ cos m{x + vt) 2 — sm m(x + VI) \, 

Diese Beziehungen gelten für jede einzelne Teilschwingung 
des Ausgleichs Vorgangs. Man entnimmt ihnen unmittelbar, daß 
sich dieser in der Form darstellen läßt: 

P ^ e-^^ [f,{x^ vi) + f,ix + vt)}, 

i - e~«']/J {/; (x - vt) - f,{x + vt)], 

wo die Symbole fi{x) und f^ix) nur Abkürzungen für die Aus- 
drücke sind: 

^/ \ X^ (aB — bÄ aÄ + bB . ] 

f\ W "^ ^ *^* I 2 — cos ma: sm mx\ , 

m 

^/\ 'V^ faB + 5^ , aA — bB . ) 

/i W "^ ^ ^ I 2 cos iw 0? + — sm mx | . 



m 



Da die Koeffizienten ^, B, a, b willkürliche Konstanten sind, auch 
über die Größen m hier noch nicht verfügt ist, so bedeuten f^ und 
f^ willkürliche Funktionen. 

Wir haben somit auch durch die Methode der Zerlegung des 
Ausgleichsvorgangs in eine unendliche Reihe von Teilschwingungen 
unsere Grundgleichungen (7) abgeleitet. 

Wir gehen jetzt an die Lösung unsrer besondern Aufgabe. 

Zu Anfang (t = 0) soll die Spannung jp nach der beliebig 
anzunehmenden Funktion 

verteilt sein. Der Strom sei zunächst überall Null: 

\(P) - 0. 

Der stationäre Zustand, dem die Leitung zustrebt, ist gekenn- 
zeichnet durch eine gleichmäßige Verteilung der ursprünglich 
nach der Funktion 

q(x) « C(p{x) 

verteilten Ladung über die ganze Leitungslänge. Da die Leitung 
beiderseits offen ist, also Elektrizitätsmengen nicht abströmen 
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können, so folgt aus dem Grundgesetze der Unzerstörbarkeit der 
Elektrizitätsmengen, daß die gesamte Ladung nach Ablauf des 
SchwingungSYorganges ebenso groß ist wie die anfangs vorhandene 
Ladung. Nennen wir die Spannung auf der Leitung nach Ablauf 
der Schwingungen 



so gilt: 



/ 



jECdx =-fC(p{x)dx. 



Daraus folgl: 





i 
1 i 

E^ 

i 

ö 
Der Strom im Endzustande ist Null: 



= y I (p(x)dx. (8) 



(9) 



i, =0. 

Daher haben Spannung und Strom des Ausgleichsvorgangs der 
Anfangsbedingung zu genügen: 

p^{0)^(p(x)^E, 

V(0) = j 

Die zweite dieser Gleichungen verlangt, daß in Gl. (7) 

gesetzt werde. Die Gl. (7) vereinfachen sich zu: 
Pj, = e-"' {fix - vt) + fix -\-vi)), 

Setzt man in der ersten dieser Gleichungen ( = und be- 
rücksichtigt die erste Gl. (9), so erhält man: 

q,ix) -E-^ 2 fix), 

fi<») = H<Pix) - JE]. 

Hiermit ergibt sich aus dem vorletzten Gleichungspaare: 

Pf'-e-''*{^ipix-vt) + ^g>ix + vt)-E}, 

-, /ö (10) 

if = e-'"y^{^q>ix-vt)-\<pix + vt)}. 
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Es erhebt sieb jetzt die Schwierigkeit, daß die Funktion g> 
nacb ibrer Definition nur für den Bereich bis l gegeben ist. 
Nach Ablauf der Zeit t^ kennt man daher (p(x + vt^) nur im 
Bereiche 

— v^i < a? < Z — vfj, 

die Funktion (p(x — vt^) nur im Bereiche 

(siehe Abb. 9, erstes und zweites Bild). Der Bereich, für den man 

beide Wellen zugleich kennt, ist: 

^^ <p0c-v^ 

Nur für diesen Bereich läßt sich 
somit der Verlauf des Stromes 
und der Spannung nach Gl. (10) 
berechnen. Mit wachsender Ver- f^fr^^**^ 
Schiebung der Wellen gegenein- 
ander wird der gemeinsame Be- 
reich immer kleiner, und für 

t?#i = 2 ist er gleich Null. Im 

nicht gemeinsamen Bereiche ist 
über die Strom- und Spannungs- 
verteilung zunächst nichts be- 
kannt. 

Die Fortsetzung der Wellen 

über den Bereich hinaus, den ^^^' ^- Reflexion der fortschreitenden 

rw .. . r^ . , Wellen an den offenen Leitungsenden. 

Sie zur Zeit ^ =■ einnahmen, 

gelingt durch Zuhilfenahme der Grenzbedingungen. Da die Leitung 

beiderseits offen ist, so muß 




für 
und für 



x-^0, 
0? = Z, 








sein. Betrachten wir zunächst die erste dieser Bedingungen. Sie 
verlangt mit Bücksicht auf Gl. (10), daß bei a? =« jederzeit eine 
der Welle (p(x + ^t) genau gleiche Welle q>(x — vt) vorhanden 
sei. Das kann so aufgefaßt werden, als ob die Welle g){x -{- vi), 
die sich ja in — - aj-Richtung fortbewegt, bei a; = in ibrer vollen 
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Stärke reflektiert würde. Indem man diesen Beflexionsvorgang 
von der Zeit / = an beobachtet, bemerkt man einen stetigen 
Anschluß der reflektierten Welle an die in + a;-Richtung fort- 
schreitende Welle (p(x — vt). 

Die zweite Grenzbedingung i «■ für x ^ l liefert durch 
ganz entsprechende Betrachtungen das Ergebnis, daß die Welle 
g){x — vt) bei a; — Z in voller Starke reflektiert erscheinen muß, 
so daß dadurch im Bereiche l — vt^K^x-^l die Fortsetzung der 
Welle (p(x -\- vt) gegeben ist. 

Das dritte Bild der Abb. 9 zeigt die auf Grund dieser Über- 
legungen vervollständigten Wellen. Der Faktor c"**' hat nur den 
Einfluß, daß die Ordinaten der Wellenbilder mit wachsender Zeit t 
in geometrischer Progression abnehmen. 

Nun ist unsere Aufgabe gelöst. Unter Zugrundelegung der 
Beziehung: 

P^Pf+}\-E+e-^*{\(p{x-vt)+^(p{x + vt)-E], 

n/Ö (11) 

i-if + \-e--^y^^[\<p{x^vt)^\<p(x+vt)} 

sind wir in der Lage, für irgendeine willkürlich anzunehmende 
Verteilung (p{x) der Spannung zu Beginn des Vorgangs den Strom- 
und Spannungsverlauf während der Ausgleichsperiode zu be- 
stimmen. 

Wir geben in der Abb. (10) die Lösung des praktisch inter- 
essanten Falles, daß die Anfangsladung sich auf die unmittelbare 
Umgebung eines einzigen Punktes x ^^^ c beschränkt. Das könnte 
eintreten, wenn die Leitung im Punkte a; = c durch einen Blitz- 
schlag getroffen worden ist. Die Zeichnung ist durchgeführt unter 
der Annahme, daß JE ^ j (fmaa. und e-«^ = 0,666 ist, das heißt, 
daß die Wellen im Laufe einer vollen Periode im Verhältnis 
1 : |- kleiner werden. Unter einer vollen Periode ist hier die Zeit 
zu verstehen, die die Wellen brauchen, um die doppelte Leitungs- 
länge zurückzulegen; denn nach Ablauf dieser Zeit würde der 
Anfangszustand wiederkehren, wenn keine Dämpfung vorhanden 
wäre. 

Man sieht, wie die bei c vorhandene Spannungsspitze sich 
halbiert, wie die eine Hälfte mit der Geschwindigkeit v gegen das 
eine Leitungsende, die andere mit der gleichen Geschwindigkeit 
gegen das andere Leitungsende hin fortschreitet, wie beim Auf- 
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treffen der Spannungs wellen auf die Leitungsenden sich die Span- 
nung verdoppelt, wie sich femer die Wellen hei x ^l — c wieder 
treffen und übereinanderlagern, so daß bei Abwesenheit von 
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Abb. 10. Strom- und Spannungsyerlauf, wenn die Anfangsladung auf die Umgebung 

einei Punktes besobrttnkt ist. 



1 

Dämpfung nach der Zeit ^ =■ -- im Punkte l — c dieselbe Span- 

nungsspitze auftreten würde, wie sie ursprünglich im Punkte c 
vorhanden war. Wegen der Dämpfung hinterlassen die Wellen 
auf der Leitung eine immer wachsende gleichmäßig verteilte 
Ladung, die in irgendeinem Momente t^ für die Längeneinheit 
den Betrag hat: 
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q^ ^ Ce^ — EC(1 — e"«'*), (12) 

wie sich aus Gl. (11) leicht ergibt 

Ist ^ so groß geworden, daß man e~^'i neben 1 yemach- 
lässigen kann, so bleibt 

g, - CE, 

wie es sein soll. 

Was den Strom anbelangt, so besteht er nach Gl. (11) aus 
zwei kurzen spitzen Wellen, die den Spannungswellen proportional 
sind. Der Proportionalitätsfaktor ist für die in 4~ o;- Richtung 

fortschreitende Welle +1/7-1 ^ür die in — x- Richtung fort- 
schreitende Welle — y ~f' die beiden Stromspitzen sind entgegen- 
gesetzt gleich. Die Reflexionen bei x »= und x *=« l erfolgen 
unter Umkehmng des Vorzeichens, so daß die Grenzbedingungen: 

i = für ic =* und für a; = i 

gewahrt bleiben. In den Interferenzpimkten x = c und ic = l — c 
heben sich die Wellen gerade auf. 



6. Ausgleicli einer willkiirlieh verteilten Spannung 
über einen Ohmschen Widerstand. 

Die hier zu behandelnde Aufgabe hat ein großes praktisches 
Interesse; denn der angenommene Fall liegt jedesmal vor, sobald 
eine mit einem Dämpfungswiderstand B in Reihe geschaltete Über- 
spannungssicherung H (etwa ein Hömerableiter) durch einen 

Funken überbrückt wird 
}( und die auf der Leitung 

irgendwie verteilte Über- 
spannung sich nach Erde 
''^'^'P'''''^^^^^^^^^ ausgleicht(Abb. 11). In 

diesem Falle ist die Erde 
die Rückleitung unserer 
Schleife, was bei der Berechnung der Leitungskonstant^n zu be- 
achten ist. Wie die zu Anfang dem Gesetze 

p.Xo)-<pi^) (1) 
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folgende Spannungsverteilung entstanden ist, ist bei der Lösung 
dieser Aufgabe gleicbgültig; ein elektrischer Vorgang in der At- 
mosphäre kann etwa jene Verteilung hervorgebracht haben. Der 
Strom sei zu Anfang Null: 

*,,(0) - 0. (2) 

Der stationäre Zustand, dem die Leitung zustrebt, ist offenbar: 



« 



'« 



Wir machen die Voraussetzung, daß der Widerstand der Funken- 
strecke H während des ganzen Ausgleichsvorganges gleich Null 
ist. Das trifft praktisch immer in den Fällen zu, in denen auch 
ein vom Netz gelieferter Betriebsstrom über H folgt; denn bevor 
der zwischen den Hörnern sich bildende Lichtbogen emporgestiegen 
und ausgelöscht ist, ist der ganze Ausgleichs Vorgang längst abge- 
laufen. Jedoch auch in den Fällen , in denen ein solcher Betriebs- 
strom nicht folgt, darf der Widerstand der einmal überbrückten 
Funkenstrecke als klein angesehen werden, da die glühende Gas- 
strecke während der kurzen Dauer der Ausgleichsperiode ihre Tem- 
peratur und damit ihren Widerstand nicht beti'ächtlich ändern kann. 

unsere Grenzbedingungen sind: 



« — bei a; — 
p ^ Ei hei X ^ l 



- • 



(4) 



Ferner ergeben sich unter Berücksichtigung der Gl. (1) bis 
(3) die folgenden Anfangsbedingungen für die Spannung und den 
Strom des Ausgleichsvorgangs: 

V(o)-o } ^^^ 

Die Aufgabe, den zeitlichen und räumlichen Verlauf der Größen 
p^ und iy zu bestimmen, ist einer einfachen Lösung zugänglich, 
wenn man sich der im fünften Abschnitte entwickelten Näherungs- 
methode bedient ^\ 

1) Der Versuch, die Aufgabe durch Reihenentwicklung nach 
harmonischen Funktionen zu lösen, begegnet Schwierigkeiten, die 
meines Wissens bisher noch nicht überwunden worden sind. 
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Da die zweite der Anfangsbedingungen Gl. (5) mit der zweiten 
61. (9) des vorigen Abschnitts übereinstimmt, so erhält man für 
|>^ und i^ ebenso wie dort die Ansätze: 

Pf - e--' { fix ~ vi) + f{x + vt)), 

V -^ '""VI { ^(^ - ^0 - A^ + ^'0 )• 

Die erste dieser Gleichungen ergibt für f =» mit Rücksicht auf 
die erste 61. (5) 

q>{x) = 2f{x\ 
woraus: 

Pf - ^""' [i^{x-vt) + ^^{x + vt) } , (6a) 

V - ''"'V^ il^Pi^- «^0 -l9>{^ + vt)}. (6b) 

Hier ist wiederum zu beachten, daß q) zunächst nur im Intervalle 
bis l seines Arguments (x — vt, bzw. x -}- vt) definiert ist. 

Die Fortsetzung von q> über jenes Intervall hinaus, deren wir 
zur Beschreibung des Vorgangs bedürfen, geschieht mit Hilfe der 
6renzbedingungen. 

Bei o; =» ist die Sache einfach; da dort dauernd e = seiu 
muß, muß nach 61. (6b) die ankonunende Welle q>(x -{- vt) in 
diesem Punkte stets denselben Wert haben wie die von ihm aus- 
gehende Welle q>(x — vt)', das heißt aber nichts anderes, als daß 
die Welle (p(x -{- vt) bei ic = in voller Stärke reflektiert wird. 

Bei rc = i soUjp =»12t sein. Die ankommende Spannungs- 
welle ist: 

\e""'(p(x^vt), 
die ankommende Stromwelle: 



le-'"yyix-vi). 



Die reflektierte Spannungswelle bezeichnen wir mit: 

\e-'"g>^{x + vi). 
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Die ihr entsprechende reflektierte Stromwelle ist also:^) 

-\e'-^y-j^q>,{x + vt). 
Mit p ^ Ei erhält man: 
(fil'-vt) + (fß + vt) ^ rY^j^ { <p{l — vt) — (pß + vt ]' 
Schreibt man der Kürze halber: 

^Vl-V, (7a) 

80 folgt: 

9>i(l + f>t)-q>(l-vt)'l^-\. (7) 

In Worten: 

Die Welle g>{x — vt) wird bei x — J unvollkommen 
reflektiert; sie erscheint nach der Reflexion im Verhält- 
nis fj — 1/ri + 1 verkleinert. 

Das ist ein wichtiges Ergebnis. Durch passende Wahl des 
Widerstandes i2, der darum auch Dämpfungswiderstand heißt, 
kann die reflektierte Welle beliebig klein gemacht werden; für 

V - 1, 
das heißt: 



R 



-lio-Vc^ (8) 

wird die auftreflfende Welle vollkommen absorbiert; eine reflektierte 
Welle ist in diesem Falle nicht vorhanden. Der durch Gl. (8) de- 
finierte günstigste Dämpfungswiderstand ergibt sich z. B. 
bei dem im vierten Abschnitte betrachteten Zahlcnbeispiele mit : 

X- 0,00221 Henry, 

C- 0,00503. 10-« Farad 
zu: 

R - 663 Ohm. 



1) Das ergibt sich einfach aus — ^ = ^ -^t unter den im vorigen 

X et 

Abschnitte besprochenen Vernachlässigungen. 

Wagner, Elektromagnetische AasgleioUsvorgänge. 4 
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Wird der Dämpfungswiderstand größer gewählt, als diesem 
günstigsten Werte entspricht, so ist 1/ > 1, und die reflektierte 
Spannungswelle hat dasselhe Vorzeichen wie die ankonunende; bei 
zu kleinem Dftmpfungs widerstände, t/ < 1 , hat die reflektierte 
Spannungswelle das umgekehrte Vorzeichen wie die ankommende. 
In den GrenzfUUen rj — 00 (unendlich großer Dampfungswider- 
stand") und 1^ «= (kein Dämpfungswiderstand, direkter Kurz- 
schluß) hat die reflektierte Welle den gleichen absoluten Wert 
wie die ankommende. 

Es wird mitunter behauptet, der Dämpfungswiderstand B sei 
ein notwendiges Übel der Uberspannungssicherung, das nur den 
Zweck habe, Kurzschlüsse zu vermeiden; für die Ableitung von 
Überspannungen, besonders solchen von „großer Energie", sei es 
wünschenswert, einen möglichst kleinen Dämpfungswiderstand zu 
haben, um den Überspannungen einen bequemen Ausgleichs weg 
zu bieten. Wir haben dagegen gesehen, daß ein zu kleiner 
Dämpfungswiderstand ebensowenig taugt wie ein zu großer; die zu 
entladende Energie hat nur insofern einen Einfluß, als der Wider- 
stand imstande sein muß, sie nach ihrer Umsetzung in Joulesche 
Wärme aufzunehmen, ohne zu verbrennen, zu schmelzen oder zu 
verdampfen. 

Geht man jedoch von der Erwägung aus, daß die Spannung 
bei X =^ l nach dem Ansprechen der Überspannungssicherung 
möglichst klein werden soll, so erhält man allerdings das Ergeb- 
nis, daß der kleinste Dämpfungswiderstand, also ii = 0, am gün- 
stigsten ist. Im allgemeinen wird irgendeine Spannung p^ die 
sich längs der Leitung nach dem Ende x = l hin fortpflanzt, 
hi^r nach dem Reflexionsgesetze (Gl. (7)) zu einer resultierenden 
Spannung: 

P, = P+P^^\-2P'^l-, (9) 

Veranlassung geben. Für einen unendlich großen Dämpfungs- 
widerstand (ji = 00) ergibt sich i?j = 2 j9, das heißt, die Spannimg 
wird am Leitungsende durch Reflexion verdoppelt. Für den Fall 
des günstigsten Dämpfungswiderstandes 7?q (7/ = l) wird p^ = p^ 
die Spannung wird überhaupt nicht geändert; bei direktem Kurz- 
schluß i? = 0, 71 = folgt Pf = 0, am Leitungsende x^=l herrscht 
keine Spannung. Es wird aber in diesem Falle auch keine Ener- 
gie am Leitungsende in Wärme umgesetzt, sondern die Energie 
wandert wegen der vollkommenen Reflexion der Wellen unver- 
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mindert auf der Leitung zurück nach dem andern Ende hin. Man 
hat somit zwar das Ende x ^ l gegen Überspannungen geschützt, 
nicht aber den übrigen Teil der Leitung. 

Hat der Dämpfungswiderstand gerade seinen günstigsten 
Wert i?o, so werden durch eine Spannungs welle, die längs der 
Leitung fortschreitet und sich über Rq ausgleicht, alle Teile der 
Leitung gleichstark beansprucht. Dieser Idealfall ist in der Praxis 
nicht immer erwünscht; die am Ende x ^ l etwa noch angeschlos- 
senen Apparate^) vertragen meistens nur eine kleinere Beanspru- 
chung als die Leitung selbst. Von diesem Gesichtspunkte aus 
rechtfertigt sich die Verwendung von Dämpfungswiderständen, die 
kleiner als Eq sind, was die Praxis zum Teil bereits empirisch 
als ihren Zwecken entsprechend herausgefunden hat. 

Die Darstellung des Verlaufs des Ausgleichsvorgangs ergibt 
sich leicht aus der für < = für die ganze Leitungslänge gültigen 
Gl. (6) und aus den für die beiden Enden {x =^ 0^ x = l) abge- 
leiteten Reflexionsgesetzen. Soll für eine gegebene Spannungs- 
verteilung g)(jr) ein Bild des Verlaufs entworfen werden, so ist 
hiemach folgendermaßen zu verfahren: Man bildet zwei Kurven 
-|- 9 (x)y läßt die eine Kurve in — - a;- Richtung mit der Geschwindig- ^ 
keit V fortschreiten und bei o; — in voller Stärke reflektieren, 
die andere Kurve mit der gleichen Geschwindigkeit in + ic-Rich- 
tung fortschreiten, hei x ^ l jedoch nach dem durch Gl. (7) aus- 
gedrückten Gesetze reflektieren. Da sich die reflektierten Wellen 
an die ursprünglich vorhandenen Wellen unmittelbar anschließen, 
so hat man für jeden Zeitpunkt an jeder Stelle der Leitung zwei 
in entgegengesetzter Richtung fortschreitende Wellen. Diese sind 
aber nicht mehr, wie zu Anfang (t » 0), entgegengesetzt gleich; 
hat man z. B. für die Spannung unter Beachtung der Reflexions- 
gesetze für einen bestimmten Moment die Wellen 

<pi{x — vt) und (p^i^x + ot) 

ermittelt, so läßt sich der Strom iu demselben Momente aus den 
Wellen 

y T 9i{^ "~ ^0 ^"^ "" Y L 9^2 (^ + *'0 



1) Genau genommen ist es unkorrekt, den Ausgleichsvorffang 
zunächst ohne Rücksicht auf diese zu behandeln und hinterher Wir- 
kungen des Ausgleichsvorgangs auf die Apparate zu untersuchen; ist 

4* 
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zusammensetzen, was sich aus der allgemein gültigen Beziehung 
Gl. (7) des fünften Abschnitts unmittelbar ablesen läßt. 

In der Abb. 12 ist die Spannungs- und Stromverteilung für 
einige Zeitpunkte für den Fall angegeben, daß die Spannungs- 
verteilung zu Anfang einem auf der ganzen Leitungslänge kon- 



mOen 
— l 



i^ 






, Spanftung 

r — i — ■ 



4 



% 



% 







r. 



I.l ll il. 1^. ...tu 



i! " '' i r'i I " ' 

I I . I I .1 ' 



l o 



I • > 

^ ' ^ ■ ■ ' ^ • ■ 1 1 



'T "" T "" ' 



\^ 



!.i I 



' ,1 




li! P ; ' ;!:ii!|i! ll l 



I'" ■ T I [M" '"■ 

■ . , . r , I 



.lli.!...ll 1 I 



ii 'IM'"! 



1. ..Il i.. 



'i'i[t "" i?n .,_ 
I I ; ' ' ' " ;" II' 

: ■ ■ ' I I I I 1 1 



\l 



|'l"'<ii"rin 
■l ; ;l.:,:.!.:i 



TV 




Abb. 12. Entladung der Leitung über einen Ohmsohen Widerstand. 

stauten Werte Fj^ entsprach, und daß das Eeflexionsverhältnis 

■ = 0,5 ist. Die zeitliche Dämpfung ist vernachlässigt. Das 

Bild bedarf wohl keiner weiteren Erläuterung. 

Über die Energie Verhältnisse gibt es uns sehr bemerkenswerte 
Aufschlüsse. Die ursprünglich allein vorhandene elektrische Ener- 
gie vom Betrage \C1E,\ für die Längeneinheit verwandelt sich 
teilweise in magnetische jX*^, die ihrerseits zum Teü in dem 
Widerstände B, in Wärme übergeht. Der Vorgang beginnt bei 
a? = ?. Da sich zunächst in der Zeiteinheit mehr elektrische Energie 
in magnetische als magnetische in Wärme umsetzt, so wächst der 



indessen, was hier als zutreffend angenommen wird, die Impedanz 
dieser Apparate groß gegenüber dem Widerstand i?, so ist sie von 
verschwindendem Einfluß auf die Art des Ausgleichs. 
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Gesamtbetrag der magnetischen Energie an, bis die entladende 
Stromwelle das Ende a; =■ erreicht hat. Von da ab ist es um- 
gekehrt, es geht weniger elektrische in magnetische Energie als 
magnetische Energie in Wärme über, so daß der Betrag an mag- 
netischer Energie bis auf Null abnimmt; die entladende Strom- 
welle zieht sich gegen das Ende a; = / zurück. Hat sie es erreicht, 
so ist die magnetische Energie verschwunden, und das Spiel wieder- 
holt sich, jedoch mit kleineren Werten der umgesetzten Energie. 
Bemerkenswert ist, daß die Verwandlung elektrischer in mag- 
netische Energie nicht auf der ganzen Linie gleichzeitig erfolgt, 
sondern auf einen Punkt beschränkt ist, der mit der Geschwindig- 
keit V vom Ende a? ■- Z aus auf der Leitung hin und her läuft. 

7. Die freien Schwingungen bei der plötzlichen Unter- 
brechung eines Kurzschlusses. 

Die Leitung wird am Ende (x — l) kurzgeschlossen, während 
sie am Anfange (x — 0) noch mit irgendeiner Stromquelle ver- 
bunden ist; dadurch bildet sich ein Kurzschlußstrom aus. Im 
Augenblicke ^ ■■ soll die Leitung bei ä' == von der Stromquelle 
getrennt werden, was betriebsmäßig gewöhnlich durch das Schmelzen 
der dort befindlichen Sicherungen oder das Ansprechen selbsttätiger 
Überstromschalter erfolgt. Was geschieht von da ab auf dei nun 
sich selbst überlassenen, am Ende kurzgeschlossenen Leitung? 

Die Lösung hat von dem gegebenen Anfangszustande der 
Leitung auszuzugehen. Handelt es sich etwa um Wechselstrom- 
betrieb, so wird im allgemeinen sowohl die Spannung p^ (0) wie 
auch der Strom i, (0) an jedem Punkte der Leitung einen andern 
Wert haben, also 

P..(0)-<P(»), (s 

\(0) - W(x) ^ ^ 

zu setzen sein. Es bietet keine Schwierigkeit, die Aufgabe unter 
dieser allgemein gefaßten Voraussetzung zu lösen. Wir wollen 
uns jedoch auf die Betrachtung eines einfacheren Falles beschrän- 
ken, da an ihm die physikalischen Vorgänge klarer zutage treten. 
Die Verallgemeinerung im Sinne der Gl. (1) ergibt sich dann von 
selbst. 

Da beim Kurzschluß nur kleine Spannungen auf der Leitung 
herrschen, so vernachlässigen wir diese ganz und setzen also 
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(Z>(r) =* 0. Femer ist in allen praktischen Fällen der Knrzschluß- 
strom längs der ganzen Leitung derselbe, da der Ladestrom unter 
Kurzschluß verschwindend klein ist; also ist W(x) = ./, wo die 
Konstante J den Wert des Kurzschlußstromes im Augenblick der 
Unterbrechung (t — 0) bedeutet. Es gelten datin die vereinfachten 
Anfangsbedingungen : 

Der erstrebte Endzustand ist, da der Kurzschluß der Leitung bei 
ar = / ja bestehen bleibt, gegeben durch: 

«. =- 0. 

Daher haben die gesuchten freien Schwingungen die Anfangs- 
bedingungen zu erfüllen: 

i'/(0)-0, 
t/0)-J. ^' 

Wenn wir in den im fünften Abschnitte' abgeleiteten Glei- 
chungen (7): 

Pf = e-'-'lf.ix - vt) + /•,(x + vt)], 

f «B setzen und die Bedingungen Gl. (4) einführen, so erhalten wir 

-fx- + h-f, 

J = T/j • 2/- oder 

Die Wellen f^ und f^ sind also ihrem absoluten Betrage nach 
gleich und haben den durch GL (5) gegebenen konstanten Wert 
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längs der ganzen Leitung. Damit ergibt sich die folgende Dar- 
stellung für den Beginn des Verlaufs der Erscheinung: 

j^=e-«' {^J(x-vt)+ ^J(x + vt)}, (6b) 

Hier bedeuten die Symbole J(x — vt) und J{x + vt) nichts 
weiter, als daß Wellen von der konstanten Höhe J auf der Leitung 
nach beiden Richtungen hin mit der Geschwindigkeit v wandern. 
Die Gleichungen (6 a) und (6 b), die die Erscheinung zunächst 
nur im Momente ^ =» für die ganze Leitung darstellen, müssen 
noch durch Beflexionsgesetze für die beiden Enden vervollständigt 
werden. 

1. Bei X ^ ist die Leitung offen, daher i^ = 0. Das ist 
laut Gl. (6 b) nur so möglich, daß die Welle ^ J{x + v^) beia; =■ 
unter Umkehrung des Vorzeichens reflektiert wird. Das lautet 
mathematisch ausgedrückt: 

\J{0 + vt)^-\ J(p - vt). (7 a) 

2. Bei X =» l ist die Leitung kurzgeschlossen, also Pj> = 0. 
Nach Gl. (6 a) erfordert dies eine Reflexion der Welle | J{x — vf) 
bei ihrem Auftreffen auf das Ende x — l ohne Umkehrung des 
Vorzeichens. Das heißt: 

lJ(l'-vt)^\J{l + vt). (7b) 

Mit Hilfe der Gl. (6) und (7) wären wir jetzt in der Lage, 
ein Bild vom Verlauf der Erscheinung zu entwerfen. Bevor wir 
das tun^ ist es an dieser Stelle nützlich zu zeigen, wie die im 
zweiten Abschnitte entwickelte Methode der Darstellung durch 
Fouriersche Reihen zu demselben Ergebnis führt. 

Durch Rechnungen, die den im dritten Abschnitte durchgeführten 
vollkommen analog sind, und die daher hier nicht wiederholt zu 
werden brauchen, erhält man: 



jt s: CO 






km,» 



(8) 



/ = «""'^ * 2A- X 1 ''° *"*"" {^^ "*' ~ \ ''" ***7 ' 
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wonn: ^ 

Die Gl. (8) sind ohne jede Vemachlftssigimg abgeleitet wor- 
den; sie sind frei von den beschr&nkenden Yoraussetzimgen, die 
za den Gl. (6) und (7) gefOhrt haben. Wir dürfen sie daher be- 
nutzen, um den Grad der Annäherung und den Gültigkeitsbereich 
dieser Gleichungen zu beurteilen. 

Wir wollen zeigen, daß sich die Aussage der Gl. (8) mit der 
der Gl. (6j und (7) deckt, wenn man a* gegenüber i»| vemach- 
Iftssigt. Damit ist also ein Kriterium gegeben, durch das man 
sich überzeugen kann, ob sich bei einer gegebenen Leitungs- 
länge der Vorgang noch durch die abgekürzten Gleichungen 
genau genug darstellen läßt. Streicht man a* gegen n{, so 
folgt ^) aus den Gl. (8) : 

i = 

Diese Gleichungen lassen sich in der folgenden Form schreiben: 

k = 

X- = OD 



1) Auch die Vernachlässigung von — sin n t gegen cos n t ist 
in bezug auf die Amplitude nur eine Vernachlässigung von der 



«2 
Größenordnung — « ; denn es ist: 



cos nj smn, 

* >K * 

k 



( = "|/l + ^ C08 («^t + arc tg Jj . 
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Im dritten Abschnitte ist gezeigt worden , daß eine Funktion 
von der Form: 

k SS CC 



.V 4J "^1 1 
* = 



eine rechteckige Welle vom ScheitelwerteJ" bedeutet, deren Wellen- 
länge AI ist und die bei o; *» 0, 21, 4/, . . . Nullstellen hat, wie 
dies durch Abb. 2 (S. 15) dargestellt ist. Wir behalten für diese 
Welle die Bezeichnung (p(x) bei und schreiben demgemäß die 
letzten Gleichungen kürzer: 

V = ^•■""' {h(^ - ^0 + k<P{^ + ^'O}- 

In diesen Gleichungen sind die Gl. (6) und die Reflexionsgesetze 
Gl. (7a) und (7b) enthalten; das folgt aus der Form der Welle (p. 
Man übersieht das am leichtesten^ wenn man sich, wie es in Abb. 13 
geschehen, die Wellen für Spannung und Strom und daraus die 
resultierende Spannung und den resultierenden Strom nach Gl. (9) 
für verschiedene Zeitpunkte aufzeichnet. 

Aus der Wellenlänge X ^ AI und der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit V berechnet sich die Dauer der Periode: 

V 

Die Abb. 13 zeigt die Erscheinung bei Vernachlässigung der 
Dämpfung (e-«' durch 1 ersetzt) für t =- 0, Vg T, % T, % T, Vg T, T, 

Die gestrichelte Welle ist \q>{x-\-vt\ die punktierte \fp{x — vt). 
Wenn man nur den Bereich a; = bis ?, also die wirkliche Leitungs- 
länge betrachtet, so erkennt man aus der Abbildung mühelos, daß 
dieser Teil ebensogut aus einer auf die Gl. (6), (7 a) und (7 b) basierten 
Konstruktion entstanden sein könnte. Damit ist der Nachweis 
erbracht, daß diese Gleichungen derjenigen Näherung der strengen 
Gl. (8) entsprechen, bei der a^ gegen nf gestlichen, das heißt die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der verschiedenen Harmonischen der 
Welle (p als gleich angesehen wird. Wie man für einen vor- 
liegenden Fall die Größe des begangenen Fehlers abschätzt, wurde 
im vierten Abschnitte (S. 33) bereits gezeigt. Für die in Betracht 
kommenden praktischen Fälle ist er äußerst klein. 
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Da p^ und t^ beide Null sind [Gl. (3)], so bedeutet py. zu- 
gleich die gesamte Spannung p^ i^ zugleich den gesamten Strom i. 



'l Q -t-l fZl t^l -t-fl 




Verlauf des Stromes i. Abb. 13. Verlauf der Spannung p. 

Die freien Schwingungen bei der plötzlichen Unterbrechung eines Kurzschlusses. 

Vom physikalischen Standpunkte können wir der Abb. 13 die 
folgende Auslegung geben. 

Der Kurzschlußstrom J, der zu Anfang auf der ganzen Leitung 
fließt, wird im Augenblicke der Unterbrechung zum Ladestrom, 
wodurch die Bedingung, daß der Strom geschlossen sein muß, ge- 
wahrt bleibt^). So ergibt sich ein vom Anfange der Leitung zum 
Ende hin fortschreitendes Verschwinden des Stromes und dafür 

eine Ladung auf die Spannung — ^Yr unter Verwandlung der 

magnetischen Energie in elektrische. Nach einer Viertel periode 
hat dieser Zustand das Ende der Leitung (x = l) erreicht; hier 
ist er aber wegen des Kurzschlusses nicht haltbar. Es findet nun 
durch diesen eine Entladung der Leitung und dementsprechend 
eine ßückverwandlung von elektrischer in magnetische Energie 
statt, die sich vom Ende der Leitung nach dem Anfange hin fort- 
pflanzt. Ist die Entladung nach Verlauf einer weiteren Viertel- 
periode hier angelangt, so ist der Zustand der Leitung derselbe 
wie zu Beginn des Vorgangs, mit dem Unterschiede jedoch, daß 
der Strom in umgekehrter Richtung fließt. 



1) Wir fassen, wie üblich, den Verschiebungsstrom im Dielektri- 
kum als die stetige Fortsetzung des Leitungsstromes auf. 
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In der zweiten Halbperiode wiederholen sich die Vorgänge 
mit umgekehrtem Vorzeichen: In der ersten Hälfte dieser Zeit 

hat man eine Aufladung der Leitung auf die Spannung -f- «^ |/ i^f 

die magnetische Energie verwandelt sich in elektrische; in der 
andern Hälfte erfolgt die Entladung, verbunden mit einer aber- 
maligen Energieumwandlung von der elektrischen in die mag- 
netische Form. Zum Schlüsse ist die Leitung zum Anfangszustande 
zurückgekehrt. 

Das Spiel würde sich ohne Ende wiederholen, wenn nicht bei 
Jeder Energieumwandlung ein Tejl der Energie in Joulesche Wärme 
überginge, die sich an den weiteren Umsetzungen nicht mehr be- 
teiligt. In unseren Gleichungen kommt das durch den Faktor 
C^^zum Ausdruck. Der Vorgang ist also nicht vollkommen 
umkehrbar und kann deshalb nicht ohne Ende fortdauern; er 
ist abgelaufen, sobald merklich alle Energie in Wärme umge- 
wandelt ist. 

In dem Zahlenbeispiele des vierten Abschnitts warl/^ =-663 

Ohm. Für einen plötzlich unterbrochenen Kurzschlußstrom von 
200 Amp. ist also die höchste Spannung des Ausgleichsvorgangs 
ohne Dämpfung: 

J5;max =• 200 • 663 - 132 600 Volt. 

Das erste Mal tritt 1/max schon gleich nach der Unterbrechung 
des Kurzschlusses (t — 0), und zwar am Leitungsanfange (x =- 0) 
auf, so daß hier die Dämpfung kaum in Frage kommt. Es ist 
zu beachten, daß J^maz unabhängig von der Länge der Leitung 
ist; denn // und C beziehen sich auf dieselbe Länge, nämlich die 
Längeneinheit. 

Wenn wir statt des vereinfachten Anfangszustandes nach 
Gl. (2) den durch Gl. (1) gegebenen voraussetzen, so bedeutet das 
folgende Verallgemeinerungen: 

1. Die magnetische Energie der Längeneinheit hat zu Anfang 
nicht den konstanten Betrag \LJ^^ sondern den Betrag |-/-'[if'(a:)J^ 
ist also von Punkt zu Punkt veränderlich. 

2. Außerdem besteht bereits zu Anfang auf der Leitung eine 
Verteilung von elektrischer Energie, die für die Längeneinheit 
die Größe 

I c[o(x)y 
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besitzt. Diese setzt sich in magnetische um, während die schon 
vorhandene magnetische Energie ihrerseits in elektrische übergeht. 
Dadurch wird der Ausgleichsvorgang unübersichtlicher als in dem 
Falle, wo elektrische Energie zu Anfang nicht vorhanden ist. 

Es ist aber nicht schwierig, den Vorgang zu untersuchen, in- 
dem man nach der Methode des fünften Abschnitts die Anfangs- 
verteilungen in Wellen zerlegt, die sich nach beiden Richtungen 
längs der Leitung mit der Geschwindigkeit v fortpflanzen, und 
die an den beiden Enden nach Gesetzen reflektiert werden, welche 
den Gl. (7 a) und (7 b) entsprechen. 

8. Erweiterung der Theorie. 

Die in diesem Abschnitte gegebene Erweiterung der Theorie 
besteht in der Einführung allgemeinerer Grenzbedingungen; es 
wird dann gezeigt, wie der von einem willkürlichen Anfangszu- 
stande beginnende Ausgleichsvorgang sich durch Superposition 
von Eigenschwingungen darstellen läßt. 

Bei der Behandlung der Aufgaben des dritten bis siebenten 
Abschnitts haben wir nur für die Aufgabe des dritten und für die 
des siebenten Abschnitts strenge Lösungen angegeben; bei den 
übrigen haben wir uns von vornherein mit gewissen Näherungen 
begnügt. Bei den Aufgaben des vierten und fünften Abschnitts 
bietet auch die Aufstellung der exakten Lösung keine besondere 
Schwierigkeit. Diese Lösungen sind aber recht unübersichtlich 
und darum nicht geeignet, einen deutlichen Einblick in den zeit- 
lichen und räumlichen Verlauf der Erscheinung zu gewähren. Das 
ist jedoch eines unserer Hauptziele; ihm zuliebe haben wir auch 
die exakten Lösungen nachträglich abgekürzt und erst dadurch 
ein anschauliches Bild von den Vorgängen erhalten. Dieses Ver- 
fahren der nachträglichen Einführung von Vereinfachungen ist das 
richtigere; denn es setzt uns in die Lage, die Genauigkeit der 
Näherungslösung zu beurteilen und Verbessungen an ihr anzu- 
bringen, während man mit einer unbekannten Fehlergröße arbeitet, 
wenn man sich gleich mit Näherungen begnügt. 

Die Möglichkeit der Aufstellung strenger Lösungen für die 
genannten Fälle hat ihren Grund in der Einfachheit der dort vor- 
liegenden Grenzbedingungen. Es war z. B. bei der Aufgabe 

des 3. Abschnitts: i?/ == für a; = 0, 

i/ == für a; = l ; 
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des 4. Abschnitts: desgleichen; 
des 5. Abschnitts: i/ = für o: =- und für a* = /; 
des 7. Abschnitts: «/ « für a- =» 0, 

iV =« für a; «= /. 

Bei den folgenden Aufgaben, wo es sich um weniger ein- 
fache Grenzbedingungen handelt, sind wir von vornherein genötigt, 
Vereinfachungen zu treffen, um die Aufgaben überhaupt lösen zu 
können. Die Vereinfachungen sind von derselben Art, wie bei den 
schon behandelten Beispielen; sie bestehen nämlich in der Ver- 
nachlässigung der mit a multiplizierten Glieder gegenüber den 
mit n multiplizierten. Den hierdurch verursachten Fehler fanden 
wir in den Beispielen, in denen er einer Beurteilung zugänglich 
war, als äußerst klein für Leitungen mit praktisch in Frage kom- 
mender Länge; es drängt sich daher der Schluß auf, daß er unter 
derselben Voraussetzung auch die Brauchbarkeit der Ergebnisse 
der folgenden Betrachtungen nicht beeinträchtigen wird. 

Für die Differentialgleichungen: 

dp -IT ^« 

ox ^ dt ^ 

~dx dt 

fanden wir im zweiten Abschnitte die partikuläre Lösung: 

dW , ^dW ,,. 

p » --- - e « — , . (1) 

^ dx ^ et ^ ^ 

mit: 

TT = f-«' (^ sin wf + 5 cos nt) F. (2) 

Die Funktion V war das allgemeine Integral der gewöhnlichen 
Differentialgleichung : 

y " + m« F = 0, (3) 

nämlich: 

F — a sin mx -f h cos mx, (4) 

Zwischen den Parametern m und n besteht die Beziehung: 

Wenn wir jetzt mit a multiplizierte Glieder gegenüber mit n 
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multiplizierten vernachlässigen, so erhalten wir mit Hilfe der 
Gleichungen (l) und (2): 

p = c"'"(-4. sin nt + B cos nt) F', (5a) 

^^^ = «e-«'(— Bsmnt-\- A cos nt) V\ (5b) 

^ = n^c-«' (— ^ sin n* - 5 cos nf) 7', (5c) 

i = nOe-«' {B sin w^ — ^ cos w^ F, (5d) 



«*Ce-"'(^ sin «f + J? cos nt) 7, (5e) 



dt" 
|!l == »3^e-«' (- B sin w* + ^ cos w^ 7 (5f) 

Femer wird auch: 9 -r ^ « /^\ 

m^^LCv?. (6) 

Diese Gleichung setzt zwischen der Zahl m, die die Wellen- 
länge der Schwingung bestimmt, und der Zahl n, die die auf 
2:rr Sekunden bezogene Frequenz angibt, ein bestimmtes Verhält- 
nis fest; sie zeigt also, daß unsere Vereinfachung im wesentlichen 
darin besteht, daß die Fortpflanzungsgeschwindigkeit («= njm) als 
unabhängig von der Frequenz angenommen wird. 

Über die auftretenden Wellenlängen, also über die Größe des 
Parameters m wissen wir in diesem Stadium der Untersuchung 
noch nichts; wir wissen nur, daß, wenn Schwingungen verschiede- 
ner Wellenlänge möglich sind, diese auch gleichzeitig auftreten 
können, ohne sich gegenseitig zu stören. Denn die Differential- 
gleichung ist linear, so daß partikuläre Lösungen einfach super- 
poniert werden dürfen. 

Wir werden sehen, daß durch die Grenzbedingungen gewisse 
Beziehungen zwischen der Funktion 7 und ihren Ableitungen bei 
a; == und o? = ^ eingeführt werden. Es ist nun nicht möglich, 
diese Beziehungen mit einem beliebigen Werte von m in Einklang 
zu bringen; es zeigt sich, daß es nur eine Reihe 

w^, i»2, iwg, . . . m^, . . . 

von besonderen Werten gibt, für die jene Beziehungen erfüllt sind. 
In dem Beispiele des dritten Abschnitts war die Reihe der m die 

folgende: ^ 3« 5« (2)^+1)» 

IV 2Z ' 2J ' ■ ■ ■ 2« 
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Diese Werte ergaben sich als die Wurzeln der transzendenten 
Gleichung: 

cos w ^ » . 

Auch in weniger einfachen Fällen läßt sich aus den Grenz- 
bedingungen eine transzendente Gleichung für m ableiten, die eine 
unendliche Reihe reeller positiver Wurzeln besitzt. Diese heißt 
die Reihe der ausgezeichneten Werte m, die zugehörigen 
Funktionen y^ , Tg, . .. "T,^,..., werden als dieNormalfunktionen^) 
der betreffenden Aufgabe bezeichnet. Die Grenzbedingungen er- 
geben außer der transzendenten Gleichung für m noch ein Ver- 
hältnis zwischen den Konstanten a und h der Gl. (4), d. h. die 
räumliche Phase, so daß die Normalfunktionen V bis auf einen 
konstanten Faktor bestimmt sind. Diesen dürfen wir ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit gleich Eins setzen, da in der Gl. (2) 
über Ä und B noch nicht verfügt ist. 

Jeder der Werte von w bestimmt nach den Gl. (4), (6), (5 a), 
(öd) eine einfache Schwingung, die räumlich und zeitlich ein 
harmonisches Gesetz befolgt, wenn man von der von m unab- 
hängigen zeitlichen Dämpfung absieht. Amplitude und zeitliche Phase 
(gegeben durch die Konstanten A und B) sind noch willkürlich; 
dagegen hat die Wellenlänge und damit auch die Frequenz einen 
wohlbestimmten Wert, der eben dem Werte von m entspricht, also 
nur von der Leitung selbst und von den Grenzbedingungen, kurz: 
von der Beschaffenheit des schwingenden Systems allein abhängt. 
Solche Schwingungen heißen allgemein Eigenschwingungen des 
betreffenden Systems. Die Reihe der m bestimmt also die 
Frequenzen und Wellenlängen für die Eigenschwing- 
ungen unserer Leitung. 

Eine Aufgabe ist erst vollständig bestimmt, wenn außer den 
Grenzbedingungen noch die Anfangsverteilungen der Spannung 
und des Stromes angegeben sind. Es sei für ^ »> 0: 

p^(p{x), (7a) 

i-^^{x), (7b) 

Man denke sich nun eine Schwingung, die aus sämtlichen 
möglichen Eigenschwingungen zusammengesetzt ist. Spannung und 

l)LordRayleigh,Theoryof SoundL Nr.92. S.118. Londonl894. 
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Strom einer solchen zusammengesetzten Schwingung befolgen nach 
dem Gesagten laut Gl. (5 a) und (5d) das Gesetz: 

i> - e- « '^(A^^ sin n^^ t 4 B^ cos n^ t) V^ , (8 a) 

1, X 

i = e- «' C2\ (B^ sin n^t- A^ cos n,, F^ . (8 b) 

Wenn es uns gelingt, die Amplituden und Phasen der ein- 
zelnen Schwingungskomponenten, das heißt die Konstanten -4 , B 
so zu bestimmen, daß die Schwingung für < — die vorausgesetzte 
Spannungsverteilung q)(x) und die vorausgesetzte Stromverteilung 
7/;(aj) liefert, so geben die Gl. (8 a) und (8 b) auch für jede spätere 
Zeit (t > 0) den Verlauf des Ausgleichsvorgangs an, der sich bei 
den vorliegenden Grenzbedingungen aus den vorausgesetzten An- 
fangsverteilungen entwickelt. Der Vorgang erscheint also in seine 
einzelnen Schwingungskomponenten, in die Reihe der Eigen- 
schwingungen der Leitung aufgelöst. 

Setzt man in Gl. (8 a) bzw. (8 b), t = und berücksichtigt 
die Gl. (7 a) bzw. (7 b), so folgt: 

(p(x) = B, Y[ + B^ F; + . . . ^^^ f; + . . . , (9a) 

i^{x) = - Gn^AJ-^ - Cfi.A^V^ ^%\^^n (9b) 

Die Aufgabe kommt, wie wir sehen, mathematisch darauf 
hinaus, die willkürliche Funktion g? (a?) durch eine unendliche Reihe 
der ersten Ableitungen der Normalfunktionen V und die ebenfalls 
willkürliche Funktion if;(a?) durch eine unendliche Reihe dieser 
Normalfunktionen selbst darzustellen, das heißt, die Konstanten 
dieser beiden Reihen zu berechnen. Die Bestimmung gelingt auf 
Grund gewisser Eigenschaften der Normalfunktionen, die wir jetzt 
ableiten wollen. 

Wir gehen aus von der Gl. (3), der Differentialgleichung der 
Normalfunktionen, die etwa für den vten Oberton lautet: 

F;+mjF^=0. (10) 

MultipUziert man sie mit V^dx und integriert zwischen 
und ly so folgt: 

; i 

JV^VUx^^mlfV^V^dx. 
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Auf der linken Seite dieser Gleichung läßt sich die Integration 
partiell ausführen; man erhält: 



Daher ist: 

-mifr^r.dx +fr,vidx - (7,v;),- (r^ ri\. (loa) 



Geht man anstatt von der Gl. (10) von der Gleichung 

aus, so er^bt sich durch ganz entsprechende Betrachtungen die 
Beziehung: 

- mifv^r^dx ■^-fvi.rtdx - (T;r;), - {vx\- (lob) 



Aus den beiden Gleichungen (10 a) und (10b) erhält man: 

W-,«»)/F^r,(fa;=(7,r;-7.v;),-(i;7;-7,7;)o, (IIa) 



{rnji - ml)f 7; Vtdx - (m» 7, V, - m? V, V;.), ^^ ^ ^^ 

-W^,K-»»:r,.7;),. 

Diese sehr wichtigen Beziehungen lehren uns: Um das be- 
stimmte Integral des Produktes zweier Normalfunktio- 
nen oder dasjenige des Produktes ihrer ersten Ablei- 
tungen berechnen zu können, braucht man lediglich die 
Werte der Normalfunktionen und ihrer ersten Ablei- 
tungen an den Integrationsgrenzen zu kennen. 

Wir hatten hier speziell die Leitungsenden x ^ und a? — Z 
als Integrationsgrenzen angenommen. Dort sind nämlich durch 
die Grenzbedingungen besondere Beziehungen zwischen den Normal- 
funktionen und ihren ersten Ableitungen vorgeschrieben. Wir 
wollen nun sehen, was bei Annahme spezieller Grenzbedingungen 
aus den allgemein gültigen Gl. (IIa) und (IIb) wird. 

Wagner, Elektromagnetiiohe AusgleiohRvorgänge. 6 
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I. Am Ende x ^ l der Leitung ist eine reine Selbstindaktion 
von der Größe A, angeschlossen. Dann gilt 



'^dt 



x = l 



(12 a) 



zu jeder beliebigen Zeit t Setzt man in diese Gleichung ftb* p 
und ^ die Ausdrücke (5a) und (5e) ein, so ergibt sich, wenn 
man gleiche Faktoren beiderseits streicht: 

V\l)'^n^C]i^V(l) 

oder, nach GL (6): - 

r{l)~-m*^Vil). (12b) 

Ist auch bei o; = an der Leitung eine reine Selbstinduk- 
tion A| angeschlossen, so besteht die weitere Beziehung: 

^ ^§71 = , • C12c) 

Daraus folgt nach den Gl. (5 a), (5e) und (6): 

7'(0)«-m*^ 7(0). (I2d) 

Durch Einführung der Beziehungen (12 b) und (12 d) in die Gl. 
(IIa) und (IIb) ergibt sich: 




Solange m^ 4- m^ ist, solange also fi und v verschieden sind, 
darf man aus diesen Gleichungen die weiteren Folgerungen ziehen: 



fv^V.dx = - ^ V^Q) r^l) -^V^iO) 7,(0), 



/ 
fv'^ Y[dx = 0. 



(12 e) 



Für V B» fi gelten diese Beziehungen im allgemeinen nicht. 



Beispiele. 
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II. An den Enden x — l und o? « befinden sich Konden- 
satoren von den Kapazitäten y^ und y^. Man hat dann die Grenz- 
bedingungen: 

dp 



dp 



XmtQ 



Hieraus folgt nach Gl. (ob) und (öd): 

-nC7(l)«yinr(0» 
+ nC7(0)=y,n7'(0), 



oder 



y'Q) — f ni\ 

7'(o) - + ^^ y(o). 



(13 a) 
(13b) 



(13c) 
(I3d) 



Unter Berücksichtigung dieser beiden Gleichungen gehen die 
Gl. (IIa) und (IIb) über in 

i 
(tnj - m?) J V^ F.dÄi - 0, 



{m* - ml)fv: Vtdx - . (ml - m?) j ^^ r^ (l) Vi(l) 

+ gn(0)K(0)), 
woraus für v \^ (a folgt: 



J V; y'^dx - - j g v;q) vtQ) + g v;(o) y;(o) ) • 



(I3e) 



III. An dem einen Ende der Leitung, etwa bei o; — /, befinde 
sich eine Selbstinduktion k\ am andern Ende, bei o; •— 0, eine 
Kapazität y. Diesem Falle entsprechen die folgenden Grenz- 
bedingungen: 

di 



P^k r 



dt 



x = l 



(14 a) 
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dp 



(Ub) 



woraus sich, wie oben, ergibt: 



V'Q) - «.4 7(0, 
7'(0) - f 7(0). 



(Uc) 
(14 d) 



Wenn man diese Beziehungen in die Gl. (l'la) und (Hb) ein- 
fährt, so erhält man: 

(ml - ml)fr^ J\dx (mj - ml) ^ V^(l) 7,(0, 



/ 

(ml - mDf F; Kdx - - (ml - ml) J F;(0) f;(0). 



Für fi # V folgt aus diesen Gleichungen: 

i 



fv;r:dx--l 7;(o)7;(o). 



(14 e) 



IV. Bei rr » l sei eine Kapazität y in Reihenschaltung mit 
einer Selbstinduktion X angeschlossen (Abb. 14). 

Das auf den Kreis AB CD angewandte 



AiB 






Induktionsgesetz lautet: 



i 




— k 



dt 



Pc—P 



« = l 



D C 

Ot'l 

Abb. 14. 



Femer ist: 



^Pc 

yjt 



x^l 



Differenziert man die erste dieser Gleichungen partiell nach 

der Zeit und führt dann für -^-- seinen Wert aus der zweiten 
Gleichung ein, so erhält man: 



dt 



dp _ i , , d^i 



x^l 



(15 a) 



Beispiele. QQ 



Aus dieser Gleichung gewinnt man eine Beziehung zwischen 
V{1) und V\l)y wenn man für ■^, i, ^-|- ihre Werte aus den 
Gl. (ob), (5d), (öf) einsetzt; nämlich: 

oder 

no-(«»'l-7)no- (15b) 

Wir nehmen der Kürze halber noch an, daß die Leitung bei 
rc "■ offen oder kurzgeschlossen sei. Im ersten Falle ist 7(0) "- 0, 
im zweiten V'(p) — 0. Dann ergibt sich aus den Gl. (lob), 
(IIa) und (IIb): 

(m« - ml)fv^ V^dx - - (mÜ - ml) * 7^(1) 7,(1), 

(mj - ml)fv; Vtdx - - (ml - mj) J V;.Q) 7^(1), 
und hieraus, wenn fi # v ist: 



/ 
I 



V^V,dx^-]j^(l)Y,(}) 



v;,v',dx--l k;(of;(o. 



(15 c) 



Hätten wir die Leitung nicht bei x ^ als offen oder kurz- 
geschlossen vorausgesetzt, sondern andere der bereits behandelten 
Grenzbedingungen angenommen, so wären auf den rechten Seiten 
der Gl. (15c) unter Umständen noch Glieder 7^(0), 7^(0), bzw. 
Vl,(0\ 7i(0) aufgetreten. 

Wir haben im vorhergehenden unter (I) bis (IV) für verschiedene 
Arten von Grenzbedingungen den Wert der bestimmten Integrale 

t t 



Jy^v.dxxmi. Jvl^vl 



dx 
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berechnet. Die Ergebnisse sind in den 61. (12 e), (l3e), (l4e), 
(I5c) niedergelegt. Allen diesen Ergebnissen ist folgendes ge- 
meinsam: Die Integrale haben entweder den Wert Null, oder sie 
sind bis auf konstante Faktoren durch die Werte bestimmt, welche 
die unter dem Integralzeichen stehenden Produkte an den Inte- 
grationsgrenzen annehmen. Von dieser Tatsache machen wir jetzt 
Gebrauch zur Ermittlung der Koeffizienten in den Reihen (9 a) 
und (9b). 

Wir betrachten zunächst den einfacheren Fall, daß die be- 
stimmten Integrale gleich Null sind, wofär das Verfahren der 
Koeffizientenbestimmung zuerst von Fourier angegeben worden ist. 

Hat man die Reibe (9a) angesetzt: 

1,00 

q>{x) - B, Vi + B^ Vi + . • . -^BX^ 

und soll der Koeffizient B^ des (liten Gliedes dieser Reihe be- 
stimmt werden, so multipliziere man die Gleichung beiderseits 
mit Vi^idx und integriere zwischen und l. Dann ergibt sich: 

^ 1,00 ' 

fq>{x) V^dx - ^B^ 'fv; Vldx, 

•'0 

Alle Glieder der rechten Seite dieser Gleichung, mit Ausnahme 
desjenigen, bei dem v »^ fi ist, haben laut Voraussetzung den 
Wert Null. Es bleibt daher 



J(p(x)v;dx^B^Jv;Mx, 





woraus: 



j (p{x)Vl,dx 



Ebenso lassen sich die Koeffizienten der Beihe (9 b) 

1,00 
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berechnen. Man findet: 

fvidx 



Es bleibt nun noch zu beweisen, daß die mit den Koeffizienten 
Gl. (16 a), bzw. (16 b) gebildeten Reihen (9 a), bzw. (9 b) die 
Funktionen g?(j:), bzw. '^{x) auch wirklich darstellen; diesen Be- 
weis übergehen wir hier^). 

Für den Fall, daß die bestimmten Integrale von Produkten 
der Normalfunktionen oder ihrer ersten Ableitungen nicht Null, 
sondern durch die Werte dieser Produkte an den Integrations- 
grenzen bestimmt sind, hat Lord Rayleigh') ein Verfahren zur 
Bestimmung der Koeffizienten der Reihen (9 a) und (9 b) angegeben. 

Es sei 

frj^dx - a, 7,(0 F/O + a, r„(0) 7,(0), (17a) 



l 

fr; r,dx - 1, r;(o r;(0 + 6, v;(o) f;(o). (i7b) 

ü 

Hierin bedeuten a^^ a^, 6^, h^ konstante Größen; für die be- 
trachteten besonderen Fälle (I) bis (IV) sind ihre Werte den zu- 
gehörigen Gl. (I2e), (I3e), (14 e), (15 c) zu entnehmen. 

Aus der Reihe 

g>{x) - B, y[ + B^Vi + ^B,V: (9a) 

V 

erhält man durch Multiplikation mit V/,dx und Integration von 
bis l: 

^ 

1) Yerffl. A.Kneser, Math. Ann. 58, S. 81 ff. „Untersuchungen über 
die Darstellung willkürlicher Funktionen in der mathematischen Phy- 
sik^^ Dort wird der Beweis unter sehr allgemeinen Voraussetzungen 
geführt, unter die auch das vorliegende Problem fdllt. 

2) The Theory of Sound, Bd. I, Nr. 186. S. 200 ff. 
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Für alle Werte v # fi dürfen wir die bestimmten Integrale 
auf der rechten Seite dieser Gleichung durch die entsprechenden 
Ausdrücke (I7b) ersetzen; nur für v = ft besteht die 61. (I7b) 
nicht Wir erhalten somit: 



fv'^*dx - b, 7;\i) - h, f;*(o) 



(17c) 



I 
Das Glied B f V'^dx dieser Gleichung ist beim Ersatz der 



rechten Seite der vorhergehenden Gleichung durch die Ausdrücke 
(17 b) stehen geblieben, da dieser Ersatz im Falle v » fi unzu- 
lässig ist. Wenn nun, wie in Gl. (17c) geschehen, bei der Be- 
rechnung der Summen 

1,00 1,00 

h y'f. (0 2 ^, ^»(') '^'^ h y'^ (^>) 2^r K(o) 

der Fall v »» ft nicht ausgeschlossen wird, so müssen die zuviel 
gezählten Glieder 

nachträglich wieder abgezogen werden. So erklärt sich das Auf- 
treten des Klanmierausdrucks in Gl. (I7c). 
Nun ist nach Gl. (9 a): 

1 00 
V 

Führt man diese Beziehungen in die Gl. (17 c) ein und rechnet 
B aus, so erhält man: 
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f<p(x) r;,dx - 6. 9(J) f;(o - 6, ,p(o) r;(0) 
fr';;dx-b,v;\t)-\v;\o) 



Für die Reihe (9 b) 

1.» 

werden die Koeffizienten auf Grund der Ol. (17 a) in ganz der- 
selben Weiäe berechnet. Es ergibt sich: 

i 
j\ W V^,dx--a,'^ (I) F^, (I) - a, t/> (0) V^ (0) 

^Cn^^A.S^ ^ ^ - --. (I7e) 

/Vje?^-a, 7J(0-a.FJ(0) 



Die spezielleren Voraussetzungen 
i i 

fv^ VJx - 0, fv;, Vldx - 



sind in den allgemeineren der Gl. (I7a), (17 b) enthalten. Man 
erhält sie, wenn pian in diesen Gleichungen die Faktoren a^, a^^ 
\^ h^ sämtlich gleich Null setzt. So erscheinen auch die Ergeb- 
nisse jener einfacheren Voraussetzungen, nämlich die Gl. (I6a), 
(16 b) als Sonderfälle der Beziehungen (l7d) und (I7e) für 

flf'i =» «2 =■ &i ■" ^2 ■■ 0. 

Wir sind jetzt im Besitze der mathematischen Hilfsmittel zur 
Lösung einer weiteren Reihe von Schwiugungsaufgaben und wollen 
zur Behandlung bestimmter Fälle übergehen. 

9. Die Entladung der Leitung über eine am Ende 

angeschlossene Drosselspule. 

Auf der Leitung sei zu Anfang (t =«- 0) eine Ladung vor- 
handen, deren Verteilung wir der Einfachheit halber als gleich- 
förmig annehmen, entsprechend einer für die ganze Leitungslänge 
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konstanten Anfangsspannung E. Strom fließe nicht. Es bestehen 
also die Anfangsbedingungen: 

J»^(0) - E, 
\(0) = 0. 

Bei x = soll die Leitung offen sein, während sie sich bei 
X == l über eine Drosselspule schließt, deren Selbstinduktion gleich l 
und deren Ohmscher Widerstand vemachlässigbar klein sei. unsere 
Aufgabe besteht darin, die freien Schwingungen aufzusuchen, die 
dadurch entstehen, daß die Leitung sich über die Drosselspule 
entlädt, und ein anschauliches Bild von dem ganzen Vorgänge zu 
entwerfen. 

Einer der praktischen Fälle, die auf diese Aufgabe führen, 
ist der folgende. Eine Freileitung für Drehstrombetrieb sei mit 
einem Dreiphasentransformator verbunden, dessen Nullpunkt iV 
geerdet ist. In Abb. 15 ist nur einer der drei Zweige dieser An- 
, Ordnung dargestellt. Während eines Ge- 

Jirm^^^f^^ — ^ witters sammelt sich eine Ladung Q auf 

\2^ der Leitung an, die von einer entgegen- 
gesetzt gleichen Ladung auf der Wolke 

p^ ^ „gebunden'' wird. (Es spannen sich elek- 

trische Kraftlinien zwischen Wolke und 
Leitung.) Dabei hat die Leitung zunächst 
das Erdpotential, denn der Vorgang ist merklich ein statischer, 
und Leitung und Erde stehen durch die Spule A in metallischer 
Verbindung. Von der etwa noch übergelagerten Transformator- 
spannung sehen wir ab, da die verschiedenen Vorgänge in 
dem Systeme sich ja gegenseitig nicht ^beeinflussen. Nun soll 
die Wolke durch einen Blitz plötzlich entladen werden. Dadurch 
wird die ganze Potentialverteilung gestört; die Ladung Q der 
Leitung wird frei so daß diese eine Spannung E = Q/Cl gegen 
Erde annimmt. (Das elektrische Feld zwischen Wolke und Leitung 
verschwindet. Dafür entsteht aber zwischen Leitung und Erde 
ein elektrisches Feld.) Dieser neue Zustand ist nach so außer- 
ordentlich kurzer Zeit erreicht, daß man praktisch sagen kann, 
er trete momentan ein. Somit haben wir den in unserer Aufgabe 
vorausgesetzten Fall. 

Es setzt jetzt die Entladung der Leitung über die Spule l 
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ein; der Endzustand, dem das System zustrebt, ist die vollkom- 
mene Entladung; daher ist 



Aus 



L =0. 



erhalten wir: 



i'nW--P/(o)+i'«(o). 
^(0) *- «/(o) + i„(o) 

v(o) = 0. ^ ^ 

Der Ansatz für irgendeine Partialschwingung, von dem wir aus- 
gehen, ist nach den 61. (5a) bis (5e) des achten Abschnitts: 

p^ — e-«'(^ sin nt + B cos nt) Y\ (2a) 

t, « nCe"'*(B sin nt — Ä cos w^ 7, (2b) 

~Z - w*Ce-«'(ii sin nt + 5 cos nt) V. (2c) 



Zur Bestimmung der V dienen die Grenzbedingungen 

t^ — für a; =- 

Pf^^jf für fl? — ?. 



(3) 



Die erste dieser Gleichungen gibt laut (2 b) die Bedingung 

7(0) -0. (3a) 

Der allgemeine Ansatz für V ist (Abschnitt 8, Gl. (4)) 

F — a sin mx + ^ cos mx. 

Für a? ■- wird F— 0, wenn b — gesetzt wird. Daher 

y=^a sin mx 

oder, wenn a — 1 angenommen wird, was man tun darf, da über 
Ä und B noch nicht verfügt ist, 

F—sinwix. (4) 

m bestimmt sich aus der durch die zweite der Gleichungen 
(3) eingeführten Grenzbedingung. Setzt man nämlich in diese 
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Ol, 



Gleichung für py und -^- die Ausdrücke (2a) und (2 c) ein, so 
erhält man: 



r (0 « n^CX V\l) - w» ^ 7(0 
oder, nach 61. (4): 

m cos ml = m^ Y ^^ *w^» 



(3 b) 



(5) 



Das ist die transzendente Gleichung zur Bestimmung von ml. 
Sie hat eine unendliche Beihe reeller positiver Wurzeln. Man 
übersieht das am leichtesten, wenn man sie in der Form schreibt: 



. , 1 LI 
® ml X 



(5 a) 



und in einem rechtwinkligen Koordinatensysteme die Kurven tg ml 
und — j--.— auftragt (Abb. 16.). In den Schnittpunkten Pj,P2,Pj... 
dieser Kunren ist die Gl. (5 a) erfüllt; die zugehörigen Abszissen 




Abb. 16. 



m^/, iHjZ, m^Z, . . . bestimmen die Lösungen der transzendenten 
Gleichung (5). Man erkennt erstens, daß es eine unendliche Beihe 
positiver Wurzeln gibt, und daß das Gesetz gilt: 

«V^ = (jü — 1) TT + £^, (5b) 
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wo e stets kleiner ist als -r- und mit wachsendem fi sich der Zahl 

Null unbegrenzt nähert, ohne sie je zu erreichen. Die Reihe der 
Eigenschwingungen unserer Leitung ist also eine un- 
harmonische, im Gegensatze zu den Beispielen des dritten und 
siebenten Abschnitts, wo die Wellenlängen der Obertöne aliquote 
Teile der Wellenlänge der Grundschwingung sind. 

Für ein bestimmtes jLi wird e um so kleiner, je kleiner das 

LI 
Verhältnis -j- ist, das heißt, je größer die am Leitungsende x »- l 

angeschlossene Selbstinduktion k im Vergleich zur gesamten Selbst- 
induktion LI der Leitung ist. Wir fassen diese Aussagen in dem 
Satze zusammen: 

Mit wachsender Ordnungszahl fi nähert sich die 
Beihe der Obertöne einer harmonischen Reihe; dies um 
so mehr und bei um so kleineren Werten von fiy je kleiner 
das Verhältnis der Selbstinduktion der Leitung zur 
Selbstinduktion des angeschlossenen Apparates ist. 

In der folgenden Tabelle sind die Werte von m^l für fi ■■ 1 
bis fi » 6 fQr ein Verhältnis 

^- — 2 
angegeben: 



f* 


mal 


«« 


tg m/al 


1 


0,433 


0,433 


0,4628 


2 


3,2056 


0,06246 


0,06253 


3 


6,316 


0,0317 


0,03171 


4 


9,446 


0,02118 


0,02118 


5 


12,580 


0,01590 


0,01590 


6 


15,720 


0,01273 


0,01273 



Führen wir die Bedingungen (3a) und (3b) in die Gl. (Ha) 
und C^lb) des vorigen Abschnitts ein, so folgt: 



/ 



vvdx~-^rn)r,Q), 



/ 



VlVf.dx'-O. 



(6 a) 



(6 b) 
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Der zu untersuchende Ausgleichsvorgang läßt sich nach den 
Gl. (8 a) und (8 b) des achten Abschnitts durch Überlagerung aller 
möglichen Partialschwingungen in der Form darstellen: 

1( OB 

Vf - e-«^^U^ sin nj + B^ cos n^i) F;, (7a) 

1»00 

i, - e-<"C2%(B^ sin p^t - A^ cos n^t) V^. (7b) 

Fttr f — soll Pf=- E und e^= sein (Gl. 1). Das heißt: 

1, X 

E^2B^r^, (8a) 

0--J^^^r«. (8b) 

Aus der Gl. (8b) erkennt man sofort, daß 

^^-0 (9a) 

ist. Das Verfahren zur Berechnung der Koeffizienten B in 
Gl. (8 a) auf Grund der Beziehung (6 b) haben wir im vorigen 
Abschnitte entwickelt. Der Gl. (8 a) entspricht dort die Gl. (9 a); 
die unter Voraussetzung der Bedingung (6 b) entwickelte Lösung 
ist in der Gl. (16 a) angegeben, nämlich: 

i 
f<p(x)V'^dx 



Im vorliegenden Falle ist q> (x) die konstante Größe E] femer 
ist (siehe Gl. (4)) 

F^^sinw^a;, 

y^ = m^ cos m^x. 

Daher: 

i 

eCcob m xdx 
B.^ ' 



m J coB* m xdx 
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Nun ist 
/ cos m„ xdx = — sin mj. 

;-...,..:/.„..,.„.-,,,,.,„ 

und hiermit: ., ^ gin « l 

B,,"-- - ---, - - ■-}• (9b) 

Wir setzen aus 61. (9 a) und (9 b) die Koeffizienten Ä und 
B in die Gl. (7 a) und (7 b) ein und erhalten: 

^r-^ sin ml 

»* = e"""' 2 -E ^ — --.. - COS wi X cos n f, 

^/ ^ -^ w^,i -f ^ Bin 2 m^, l f* > ' 



1, 00 . - 

Vn„ Bin m,^ l 



V- e- 



if^e-^'^EC 2\ — ..In — -.sinm^^xsinn f. 

m 
Mit n„ =* , --■■ = m„ v lassen sich diese Ausdrücke umformen in : 
^* VLC ^ 

^ic^ sin ml 

Pf =* c"""' JE > — -— — = — 7 -, { cos m,, (x — i;^ /. ^ ^ 

■^ ^ mj+ ^ Bin2m^l^ ^^ ^ (lOa) 

+ cosm^(a; + vt)}, 
_. 1, 00 . , 

V L ^ m^,Z + I sin 2 »i^ r ^*^ ^ (lOb) 

— COS m^ (jc+ e;^)}. 

Diesen beiden Gleichungen entnehmen wir folgendes: 
Die Spannung j9^ setzt sich aus zwei Wellenzügen zusammen, 
die sich zur Zeit ^ = vollkommen decken; ihre Form ist ge- 
geben durch 

, , X^ sin m.^ l 

fix) -= J5; > — , . — , cos m^x. (l 1) 

-^»*^^ + isin2m^i ^ ^ ^ 

Der eine dieser Wellenzüge schreitet mit der Geschwindigkeit v 
in der einen Richtung, der andere mit der gleichen Geschwindig- 
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keit in der entgegengesetzten Richtung längs der Leitung fort; 
beide erfahren dabei eine Dämpfung nach dem Exponential- 
gesetze c~"'. 

Auch der Strom «/ läßt sich durch zwei Wellenz&ge darstellen, 
die den Wellenzügen der Spannung gleichgestaltet sind; der Pro- 
portionalitätsfaktor ist bei der Welle, die in + a;-Richtung fort- 
schreitet, 1/ j , bei der anderen, in — a;-Bichtung wandernden, 

— y Y' ^^^^ erkennt man, daß sich die Stromwellen zur Zeit 

^ =» gerade aufheben, wie dies die zweite GL (l) erfordert. Diese 
Verhältnisse kommen deutlich zur Anschauung, wenn man imter 
Einfahrung der Funktion fx\ die durch die 61. (ll) definiert ist, 
die Gleichungen (10a) und (lOb) in der Form schreibt: 

Pf - «""' [f{^ - *'0 + f(^ + t;0). (10c) 

i^ « c-«^ |/J [f(x - vt) - f{x + vi) } . (lOd) 

Bei der Behandlung spezieller Aufgaben erhebt sich nun 
folgende praktische Schwierigkeit. Die Funktion f{x) ist keine 
periodische Funktion, da die m nicht nach ganzen Zahlen fort- 
schreiten, um den Verlauf des Ausgleichs Vorgangs angeben zu 
können, muß man mit Hilfe der Gl. (ll) die Funktion f{x) fOr 
den ganzen Bereich — cx) < a; < + oo berechnen. Von vorn- 
herein kennt man den Verlauf von f{pc) im Bereiche 

0^x<l (12) 

In diesem ist 

f{x) = \E, (12 a) 

wie sich leicht ergibt, wenn man in Gl. (10 c) t ^ setzt und 
bedenkt, daß nach der ersten Gl. (1) 

l>/(0) » E 
sein muß. 

Außerhalb des Bereiches (12) ist f{x) zunächst nicht bekannt 
und muß nach Gl. (11) berechnet werden. Das ist eine mühsame 
Arbeit, die praktisch überhaupt nur dadurch zum Ziele führt, daß 
man eine obere Grenze X für | x \ wählt, über die hinaus f{x) 
nicht berechnet zu werden braucht. Denn wenn der Bereich | a? | > X 
bei der Fortbewegung der Wellen in die eigentliche Leitungslänge 
(0 < a; < Z) gelangt ist, sind wegen der Dämpfung die Wellen 
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bis auf einen so geringen Bruchteil ihrer ursprünglichen Höhe ab- 
gestorben, daß ihr Verlauf kein praktisches Interesse mehr hat. 
Für die Wahl jener oberen Grenze X läßt sich von vornherein 
mathematisch kein Kriterium angeben. Denn da man den Ver- 
lauf von f{x) jenseits des Wertes | rr | — X nicht kennt, ist man 
auch nicht sicher, ob der Exponentialfaktor: 

X 

schon klein genug ist, um den unbekannten Wert f{x) unter die 
gewünschte Grenze hinabzudrücken. Die ganze Erwägung läßt 
sich überhaupt nur durch die rein physikalische Betrachtung recht- 
fertigen, daß die Wellen im Laufe der Zeit im ganzen abnehmen 
müssen, da fortwährend Energie durch die Dämpfung in Wärme 
umgewandelt wird, die schwingende Energie also mehr und mehr 
abnimmt. 

Für einen Grenzfall jedoch, der besonderes praktisches Interesse 
haben dürfte, läßt sich der Verlauf von f{x) mit Hilfe eines 

Näherungsverfahrens in verhältnismäßig einfacher Weise bestim- 

Ll ^ 

men. Wir nehmen an, daß das Verhältnis -y- klein gegen Eins 

sei. In dem Falle, daß die Leitung nicht allzu lang ist, trifft das 
immer zu,' besonders wenn X etwa die Selbstinduktion eines Trans- 
formators oder einer Schutzdrosselspule bedeutet, die man zwischen 
Leitung und Erde geschaltet hat, um die Entstehung einer sta- 
tischen Spannung zwischen Leitung und Erde zu verhindern. 
Unter der Voraussetzung 

. klein gegen 1 

kann man, außer für |Li =» 1, den Winkel £ gegen (^ii — l) tt (siehe 
Gl. (ob)) vernachlässigen. Man übersieht das leicht an Hand der 

Abb. 16. Schon bei ^^ «= 0,2 beträgt der Fehler für ft — 2 nur 

2%, für f* = 3 sogar nur noch 0,5 7o» wie die Tabelle auf 

Seite 77 zeigt. Für ^ < 0,1 oder füi- höhere Obertöne ist der 

Fehler unmerklich klein. Wir setzen demnach: 

mj — (in - 1) TT für |ii > 1 . (13a) 

Wagner, Elektromagn«tiiche Aiisgleichsvorgänge. 6 
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Hit derselben AnnSherong gilt auch: 

m^l + |sin 2m^l « w^/ + |sin 2f^ — '^ (fi — l)n. (l3b) 
Femer ist (vgL GL (ob;): 

sin m^l * ( — lY"^ sin «^. 
Zar Berechnung von sin f bedienen wir nns der GL (5): 

da 

ist, andererseits bei der vorausgesetzten Kleinheit von e^ 

gesetzt werden darf, so folgt: 

_Ll _1 n 1 

Daher ist: 

Durch Einsetzen der Ausdrücke (I3a), (I3b), (13c), die, wie 
schon bemerkt, nicht ftlr ^ »= 1 gültig sind, in die GL (ll) er- 
halten wir: 



f(x) = E — , , ^ ? ^ — 1 COS m^x 



Tl ^ C08(fi— 1)^0? 

+^t2^(-i>-^ (.-i)J • (1*) 

Wir bezeichnen das zweite Glied der rechten Seite der GL (14) 
mit g(x) und ersetzen (i — 1 durch den Buchstaben k. Dann 
ist also: 

V» cos k Y^ 

,(.) = E^l^(-iy^-^.- (14a) 

Dieser Gleichung entnehmen wir das wichtige Ergebnis, daß 
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g(x) eine periodische Funktion ist. Ihre Wellenlänge ist 21, denn 
nach Gl. (14a) ist: 

g{x+ v2l)^g(x), 
wenn v irgendeine ganze Zahl bedeutet. 

In dem betrachteten Grenzfalle ( ^ klein gegen Eins] zer- 
fällt also f(x) nach Gl. (14) in nur zwei verschiedene periodische 
Funktionen, entsprechend der Grandschwingung und einer har- 
monischen Obertonreihe. Das ist eine wesentliche Erleichterung 
für die weitere Untersuchung des Ausgleichsvorganges. 

Wir haben nun noch die Form der Funktion g(x) zu er- 
mitteln. Wir setzen der Kürze wegen: 

und schreiben also: 
/ V ^ LI t cos a , cos 2 a cos 8« , cos 4 a ) /-.i\ 

^(*)--Br;p(--i ■+— 4 --9-+ 16 ---I-Ci^b) 

Nun ist bekanntlich*) im Bereiche ^ a < 27r: 
cos a cos 2a , cos 8a , cos 4a (a — n)^ n* 

— f • T- ■ ■ 4 H 9 H le ' "■ 4 " 12 * 

Setzt man hierin anstelle von a den Wert a -{- n^ so geht diese 
Formel über in: 

cos a , cos 2 a cos 8 a , cos 4 a a' ^* /^ i \ 

- 1-+— 4 ^9— + -16 T-12'(l*'') 

gültig im Bereiche: 

^ a -f TT < 2W oder 

Die Reihe (14 c), die mit dem Klammerausdruck der Funktion g(x) 
(61. (14b)) übereinstimmt, ergibt, wie die rechte Seite der Glei- 
chung (14c) zeigt, im Bereiche — it^aKit einen symmetrisch 
zu a "" liegenden Parabelbogen. Außerhalb dieses Bereiches 
findet man den Wert der Reihe durch die einfache Überlegung, 
daß ihr Wert sich nicht ändert, wenn das Argument a um 2 n 
oder ein ganzes Vielfaches von 2it vermehrt oder vermindert wird. 

1) Riemann -We b e r , Die partiellen Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik I, § 80, Gl. (6), S. 69. (Braunschweig 1900.) 

6* 
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Die Reihe stellt also eine Funktion dar, die aus lauter aneinander 
gelegten Parabelbogen besteht, wie das die Abb. 17 zeigt. Nach 
61. (14c) ist der Wert der Funktion für rr »■ 0, und daher auch: 




cc^'^zt 



1,« 



iLbb. 17 



Form der Funktion 



JC' 






^-1 1 . 008 OL C08 2 OL 

^{- 1)* -.COBt« i- + 1— 



COS ZoL 



+ 



«' 



für »— 21, 41, 6?, ... gleich — -^; füi- x = l, 3i, 5?, . . . ist er 
dagegen gleich — . Dann ergibt sich aus der 61. (14 b): 



•''(^) - - 12 T 
9(1) -+6-1- 



(I4d) 



Das sind die Grenzen, zwischen denen die Funktion g(x) schwankt. 
Wenn man bedenkt, daß -r- als klein gegen 1 vorausgesetzt worden 

ist, so ersieht man, daß g(x) neben dem ersten Gliede von f(x) 
(siehe Gl. (14)) nur die Rolle eines Korrektionsgliedes spielt, so 
daß die kleinen Vernachlässigungen, die bei der Bestimmung von 
g(x) gemacht worden sind, gar nicht in Frage kommen. Man 
vrird manchmal g(x) gegenüber dem anderen Gliede von f(x) so- 
gar ganz vernachlässigen dürfen. Schon bei g = 0,2 wird zum 
Beispiel: 

9(1) = + I = + 0,0333 -E. 

Dagegen berechnet sich der Maximalwert des ersten Gliedes (der 
Grundschwingung) nach der angeführten Tabelle zu: 

sin m^l ^ sin 0,433 



E 



^ v 

wii 1 + ^ sin 2 m^l 0,433 + | sin 0,866 



= 0,516^. 



GrößenYerh&ltnis zwischen GnindschwiDgung und Obertönen. 85 

Man kann sich hier übrigens leicht davon überzeugen, daß: 

fix) - 0,516 E cos 0,433 ^ + 0,2 e{~ - ^^ (14e) 

im Bereiche ^ a; <C ? von dem konstanten Betrage \ jE7, den die 
Anfangsbedingung erfordert, nirgends um mehr als etwa Y^q^q ab- 
weicht. *) 

Man ersieht ferner, daß schon in dem Falle -r = 0,2 die 

Funktion g{x) klein gegenüber der Grundschwingung ist, wenn- 
gleich es noch nicht ohne weiteres gestattet ist, g{x) zu vernach- 
lässigen. Für Werte von -r- kleiner als 0,1 kann man es schon 
tun; es bleibt dann: 

Die Annahme, daß die Vernachlässigung von g{x) zulässig ist, 
schließt schon in sich, daß selbst e^ » m^2 eine kleine Größe 
wird; dann vereinfacht sich die Formel für f{po) noch weiter; 
man darf: 

sin m^l = tHjZ, 

y sin 2 wt^ Z = m^ l 

setzen und erhält 

f{x) = y JBcos mjÄ?. 

In diesem Extremfalle enthält der Ausgleichsvorgang nur die 

Grundschwingung; deren Wellenlänge ( — ) ist sehr groß, da Wj? 

eine kleine Zahl ist. Im Bereiche <; a; ^ l ist daher cos m-^x 
hinreichend genau gleich Eins. 
In der Formel: 

rnjUgmiZ — ^, 



1) Es bleibt dem Leser überlassen, den Strom- und Spannungs- 
verlanf für den Fall ~^- = 0,2 auf Grund der Gl. (10c), (10d)und(14e) 

A 

fOr einige Perioden der Grundschwingung zu zeichnen. Die Dämpfung 
kann vernachlässifft werden; sie bedeutet ja nichts weiter als eine 
Veränderung des Maßstabes der Wellenhöhe mit wachsender Zeit t 
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die wir zur Berecbnang von m^ verwenden, dürfen wir nun ig m^l 
^^ m^l setzen; dann wird: 

Die Frequenz der Schwingung ergibt sich hiemach zu: 

Dieselbe Frequenz hat ein Thomsonscher Schwingungskreis, 
der aus einer Kapazität CI und einer Selbstinduktion A besteht. 
Cl ist die gesamte Kapazität unserer Leitung; diese verhält sich 
demnach in dem betrachteten Ertremfalle so, als ob sie ein ein- 
facher Kondensator von der Kapazität Cl wäre. 

10. Die freien Schwingangen beim Aasschalten der 
indnktiy belasteten Leitung. 

Die in diesem Abschnitte zu behandelnde Aufgabe ist in mathe- 
matischer Hinsicht der Aufgabe des vorigen Abschnittes nahe ver- 
wandt; sie hat praktisch ein besonderes Literesse, da sich zeigen 
wird, daß unter gewissen Umständen gewaltige tlbers^pann- 
ungen in der Ausgleichsperiode auftreten können. 

Um die bemerkenswerten Erscheinungen klar zutage treten 
zu lassen, und um uns nicht mit Schwierigkeiten rein analytischer 
Natur zu belasten, vereinfachen wir das Problem ein wenig. Wir 
setzen voraus, die Belastung am Ende (bei x =^l) sei eine rein 
induktive, so daß man sich die Leitung über eine reine Selbst- 
induktion X geschlossen zu denken hat. Der Strom J, der zur 
Zeit ^ — durch die Leitung fließt, sei an allen Punkten derselbe; 
im Augenblicke f == wird er bei x = plötzlich unterbrochen. 
Femer nehmen wir an, daß die Spannung auf der Leitung zur 
Zeit f = vernachlässigt werden soll, so daß wir die Beziehungen 
haben: 

Wenn wir die Spannung für ^ = nicht vernachlässigten, so 
würde sich über den Ausgleichsvorgang, den wir untersuchen 
wollen, noch ein zweiter Ausgleichs Vorgang überlagern, nämlich 
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der der Entladung der Anfangsspannung über die Selbstinduktion 
l entsprechende. Für den Fall, daB die Anfangsspannung Iftngs 
der Leitung konstant ist, kenneu wir diesen zweiten Ausgleichs- 
Vorgang bereits aus dem neunten Abschnitte. In jedem Falle 
läßt er sich getrennt von dem ersten Ausgleichsvorgange unter- 
suchen; man hat zum Schlüsse nur die zu den beiden verschiedenen 
Vorgängen gehörigen Spannungen und Ströme zu addieren, um 
Spannung und Strom des zusammengesetzten Vorgangs zu erhalten, 
Die Voraussetzung j:>,^(0) — bedeutet daher keine Beschränkung 
der Allgemeinheit unserer Betrachtungen. 

Da die Leitung bei n? — / über die Spule k geschlossen bleibt, 
so entspricht der erstrebte Endzustand der vollkommenen Eitt- 
ladung und Entlastung; das heißt: 





(2) 


Aus (l) und (2) folgen die Anfangsbedingungen, 
freien Schwingungen gehorchen: 


denen die 


Pf(0) - 0, 


(3) 


Die Qrenzbedingungen sind die folgenden: 
1. Bei o: » ist die Leitung offen, daher: 




t^ - für ic - 0. 


(4a) 



2. Bei X — { schließt sich die Leitung über die Selbstinduktion A; 
also ist: 

p^^k^^-fiXrx-^L (4 b) 

Diese Grenzbedingungen stimmen mit denen der Aufgabe des 
vorigen Abschnitts überein (siehe dort die 61. 3) ; wir können da- 
her von dort alle Folgerungen unverändert übernehmen, die sich 
aus den Grenzbedingungen ergaben, nämlich die Gl. (3a), (3b), 
(4), (5), (ob), (6a) und (6b). Alles was dort über die Eigen- 
schwingungen gesagt wurde, gilt auch hier; das Neue der vor- 
liegenden Aufgabe besteht darin, daß ein anderer Anfangszustand 
durch die Reihe jener Eigenschwingungen darzustellen ist. 
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Wir machen wieder den Ansatz: 

-P/ -«"''' ^ {^^ Sin n^t + B^ cos n^f) F;, (5a) 

1.« 
i^ - €-<"C^n^(B^ sin n^t - ^^ cos n^t) V^. (5b) 

/< 

Den Anfangsbedingungen (61. 3) zufolge soll fOr ^ « die 

Spannung Py ^ sein. Das ist nach 61. (5 a) nur möglich, wenn 

allgemein : 

^^-0 (6a) 

gilt. Femer soll für t =^ der Strom i/ den Wert J annehmen. 
Das heißt, es ist nach 61. (5 b): 

/--cJn^^^F^. (6b) 

Zur Bestinunung der Koeffizienten Ä dient uns die 61. (6 a) des 
neunten Abschnitts: 

I 



Wir haben im achten Abschnitte die Methode entwickelt, nach 
der die Koffizienten der Reihe (6b) zu. berechnen sind, wenn die 
Bedingung (6c) besteht; das Ergebnis ist in der 61. (I7e) des 
achten Abschnitts niedergelegt, die wir jetzt auf unser Beispiel 
anwenden. Wir haben: 

^(x) = J, (vgl. 8. 61. 9b und 10. 61. 6b), 

^ i' (vgl. 8. 61. 17a und 10. 61. 6c) 

aj = j 

zu setzen. Demnach ist: 

-C^.-^l -• (ßd) 
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Nun gilt [siehe 9. Gl. (4)]: 

7 — sin m x . 
Also: 

1 y^dx — I sin mf^tXdx -■ — (l — cos m^it) , 

f Vjtdx ^ / sin* tn^ojda; — g" / (1 — "C08 2w^i»)efaJ 
■■ ft — i sin 2mjA^ 

Setzt man diese Ausdrücke in Ol. (6d) ein, so erhält man: 

— (1 — cofl m,, T)4"7- flin m,, l 

— . - . _ Bin 2 w,, » + > Bin "»!,, { 

r 

Nun ist nach 0. Gl. (5): 

X 1_ 

L "■ w^, tg m~i ' 

Wenn wir diesen Ausdruck für j in die vorige Gleichung ein- 
setzen, so erhalten wir nach leichter Umformung die Gleichung: 

— CÄunn — 2/ — , , 1 . o -, . (6e) 

Mit den Koeffizienten (6 a) und (6 e) nehmen die Reihen (6 a) 
und (5b) die Form an: 

ü/ — — c *' > v/ , . . . -coswiitÄsm Hut 

i.« 



L — 6"«' ^ — — " 1— . ^ — - sin muX cos n..^. 
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Diese Gleichungen kann man wegen der Beziehung: 



^ yzc ^ 



auch schreiben: 

1.» 

Pf - «-"'2' Vü vTI^^^V ^ '^ '""^'^ " "'^ 

— sin »»u(ii? + vt) }, (7a) 

l,x ^ 

t. =« e""**'^ — TT i~^~^ r { sin w«(aj — vt) 

J ..^^ w^l + i 8in2w^« ^ ^"^ ^ 

+ sin w»^,(a? -^ vi)\' (7b) 
Wir fOhren noch die Bezeichnung ein: 

fix) -= ^ — , , 1 . o -~T siii *w^a:. (8) 

/« 
Dann nehmen die 61. (7 a) und (7b) die sehr übersichtliche Form an: 

p^ = e-«^ ]/J W - «^0 - /*(^ + ^0 } . (9a) 

i^ = c-«' {/•(aj - vf) + f{x + rf) } • (9b) 

Wir sehen, daß der Strom aus zwei Wellenzügen besteht, die 
sich zu Anfang (i = 0) vollkommen decken; sie wandern mit der 
Geschwindigkeit v in entgegengesetzten Richtungen Über die Lei- 
tung hin. Auch die Spannung läßt sich aus zwei solchen Wellen- 
zügen zusammensetzen; diese haben dieselbe Form, wie die Strom- 
wellen, liegen jedoch so, daß sie sich zur Zeit ^ = vollkommen 
vernichten. 

Die Aufgabe ist als gelöst zu betrachten, sobald wir die Form 
der Wellenzüge, d. h. die Funktion f(x) angeben können. Da be- 
steht im allgemeinen Falle die gleiche Schwierigkeit, der wir schon 
im vorigen Abschnitte begegnet sind: f{x) ist keine periodische 
Funktion und läßt sich auch nicht auf eine endliche Anzahl peri- 
odischer Funktionen zurückführen. Glücklicherweise ist es jedoch 

in dem Grenzfalle, in dem -r- klein gegen eins ist, wenigstens mit 

sehr großer Annäherung möglich, fix) auf die Summe von zwei 
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periodischen Funktionen zu reduzieren. Der Fall -r- klein gegen 

Eins ist praktisch sogar der wichtigere; denn hier ühertrifiPt die zu 
Anfang in der Spule aufgespeicherte magnetische Energie {\'kJ^ 
die in der Leitung vorhandene {^LIJ^) beträchtlich, weshalb in 
diesem Falle die stärksten Überspannungen auftreten. 

Die Betrachtungen, durch die wir zu einer Näherungsformel 
für fix) gelangen, sind den im neunten Abschnitte durchgeführten 
ganz analog. Für alle |w > 1 darf der Winkel £^« (siehe 9. Gl. 5 b) 
vernachlässigt werden; dann ist: 

w^,/ =» (f* — l)n (10a) 

und mit gleicher Annäherung: 

*w^<^ + 2" ^^^ 2m^l ™ (f* "~ 1)^- (^^^) 

Aus (10a), (10b) und (8) ergibt sich: 

8,» 

f{^) =■ — , . ., 7^ + > 7 tn— sm ( u — 1) TT -,- 

oder, mit Ä; = jia — 1, 

1.« 

fW = — , , 1 -- — 7 + > r- sm Jen y , (8 a) 

kürzer * 

f(x) = h{x) + g(x). (8 b) 

h(x) ist eine einfache Sinusfunktion mit der Wellenlänge — ; 

g(x) ist eine periodische Funktion in Form einer Fourierschen 
Beihe; ihre Wellenlänge beträgt 21. Die Funktion: 

. nx . 27CX . ^jcx 

sm - sin — — sm — = — 

J9(.^) -—- + -^ + -/- +••• (8c) 
hat den Wert:^) 

j9(x)-1-{^-t) (8d) 

im Bereiche: 

0<^<2« 



1) Riemann -Weber, Partielle Differentialgleichungen. I. § 80. 
Gl. (1) S. 68. 
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oder: 

Aus (8d) folgt: 



0<a;<2i. 



(8e) 
(8f) 



für den Bereich (8e). An den Grenzen des Bereichs wird g{x) 
unstetig und springt um den Betrag J\ denn nach (8 c) ist: 

gix + 21) ^ g(x). 

g{x) läßt sich also durch die Abbildung 18 wiedergeben. Durch 

Addition von g{x) und h{x) 
erhält man f{x) und kann 
dann auf Grund der Gleich- 
ungen (9a) und (9 b) den Ver- 
+e sl S€ H jl lauf des Ausgleichsvorgangs 
Form der Punktion leicht Studieren, was am ein- 

/ X «^ "VI 1 • 1 ^ fachsten an Hand einer Zeich- 

^ ^ ' 7t ^^ k l nung geschieht. 

Als Beispiel geben wir in 

der Abb. 19 b für einige Zeitpunkte den Verlauf der Spannung 

LI 

j?^, die auf einer Leitung auftritt, wenn das Verhältnis -r- = 0,2 

ist und die Leitung dieselben Konstanten wie in dem Beispiele des 
vierten Abschnitts hat (Seite 23). Dann ist also: 




V 

Abb. 18. 



n 



- = 663 Ohnu 

Der unterbrochene Strom sei J =« 100 Ampere. Die Wellenlänge 
ier Grundschwingung ist (vgl. die Tabelle im neunten Abschnitte, 
Seite 77) 

'" """"^ = 14,53 l 



m. 



0,4327 



Die Amplitude der Grundwelle berechnet sich zu: 



100 • 66d 



= 81 500 Volt 



Wi Z + l sin 2 Wj l 0,4827 + ^ sin 0,8664 

Die Amplitude der Kurve g(x), die die Summe aller Oberwellen 
darstellt, ist: 



ffmtOL 



2 V C 



100 • 663 



33150 Volt. 
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Die Abb. 19a zeigt den Verlauf der Funktion f{a>) im Inter- 
valle K — — 11 1 bifl X — + 11 /. In der Abb. 19b ist der 
SpannungB Verl auf gezeichnet, nachdem die Welle die Strecken 
0,6 1, 1,5 1, 2,5 1 U9W. bis 7,5 1 zurückgelegt hat. Die Dämpfung 
ist vemaoblassigt; wäre sie etwa so grofi, dafi die Wellen nach 
Zurücklegung der Strecke 0,5 l um 5% ^° HOhe eingebüßt hStteu, 
so würde die Ordinate 100 000 Volt in dem ersten Bilde (0,5 /) 



95000 Voll, im zweiten 0,95* X 100000 = 85 500 Volt, im 
dritten 0,95^ X 100000 — 77 000 Volt bedeuten; und so fort. 

An dem Spannungs verlaufe ist bemerkenswert, daS man ihn 
im großen und ganzen durch folgendes Bild charakterisieren kann: 
Die Leitung beginnt bei fr — sich mit der annähernd konstan- 
ten Spannung J 1/ zu laden; diese Welle Uuft mit der Ge- 
schwindigkeit V nach dem Ende x '— l hin, wo sie reflektiert wird. 
Die reflektierte Welle hat dasselbe Vorzeichen, wie die ankom- 
mende; sie überlagert sich dieser und wandert nach dem Ende 
a: — 0. Hier wird sie abermals unter Beibehaltung des Vorzeichens 
reflektiert, und die Spannung erhöht sich weiter. Mit wachsender 
Spannung aber setzt zugleich bei x -" I eine immer stärkere Ent- 
ladung durch die Spule i ein, so daß dem Anwachsen der Span- 
nung endlich ein Ziel gesetzt wird. Die Entladung überwiegt 
schließlich, die Spannung geht zurück, wobei jedoch das Spiel der 
auf der Leitung hin und her laufenden Wellen {der Funktion ff (a:) 
entsprechend) unverändert fortdauert. Es kommt dann ein Augen- 
blick nahezu vollständiger Entladung; der Zustand ist dann fast 
derselbe wie zu Anfang; der Strom hat jedoch das umgekehrte 
Vorzeichen, Liegen die Verhältnisse zufällig so, daß die Periode 
von fc(iE) ein ganzzahliges Vielfaches der Periode von i;(x) ist, so 
wird f(x) — hix) + g{x) eine periodische Funktion; dann ist in 



94 10. Die freien Schwingfangen beim Ausschalten dei Leitung. 



dem in Frage stehenden Zeitpunkte der Zustand, abgesehen von 
der Stromrichtung, genau wie zu Anfang, und dann wiederholen 
sich die schon skizzierten Vorgänge, natürlich unter Umkehrung 



vt'ilöl 




ld'4^5l 



vt'S^l 



v6»ÜSl 



vt'ZSZ 



"H'Si'Zi-i OH ^a^-^ -ii-a-ü-i H ^a^ü^ 



Abb. 19 b. Dantellang dee Spannangayerlaufs beim Ausschalten einer indaktiT 

belasteten Leitung. 

des Vorzeichens auch der Spannung. Man hat es also mit einer 
einfachen periodischen Erscheinung zu tun, ähnlich den im dritten 
und siebenten Abschnitte beschriebenen. Im allgemeinen sind aber 
die Perioden von g(Q^ und h^x) inkommensurabel; dann hat die 
Erscheinung keine Periode; eine einmal vorhandene Spannungs- 
und Stromverteilung kehrt nie wieder. Wegen des überwiegenden 
Einflusses der Funktion Ifiix) läßt sich aber auch in diesem Falle 
wenigstens in roher Annäherung der Vorgang als periodischer 
betrachten. Zeiten, in denen die Energie vorwiegend in elektrischer 
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Form auftritt (Maxima des räumlichen Mittelwerts des Quadrats der 
Spannung), wechseln in regelmäßiger Folge mit Zeiten ab, in denen 
die Energie zum größten Teile in magnetischer Form erscheint 
(Maxima des räumlichen Mittelwertes des Quadrats des Stromes). 
Wir wollen noch die höchste Spannung berechnen, die im 
ungünstigsten Falle auftreten kann. In der Abb. 19 a sind auch 
die beiden Teile von /*(«;), nämlich h(x) und g(x)^ getrennt dar- 
gestellt. Da -r- als klein gegen eins vorausgesetzt worden ist, so 
ist die Wellenlänge der Grundschwingung h(x\ nämlich — , groß 

gegenüber der Leitungslänge L Die Sinuskurve h(x) kann dann 
im Bereiche bis l als eine durch den Punkt x ^ gehende ge- 
rade Linie angesehen werden; man weiß ferner, daß f(x) in diesem 

J 

Bereiche mit dem konstanten Betrage -- übereinstimmt, wie das 

die Anfangsbedingung (3) laut der Gl. (9 b) erfordert. Da für 
a; — i, ^(a;) — wird, so folgt: 

Der Maximalwert von h{x) kann jetzt aus der Gleichung berech- 
net werden: 



h sm 



max 



n 



1 / sin m, l 

Diese Beziehung läßt sich auch aus der Abb. 19 a ohne weiteres 
ablesen. Man erhält: 

. _ l 

'^max 2 sin Wli l * 

Der Fall kann ferner so ungünstig liegen, daß ein Maximum von 
h{x) mit einem Maximum von g{x) genau oder annähernd zu- 
sammenfällt. Dann wird: 

Die beiden Wellenzüge, aus denen sich die Spannung zu- 
sammensetzt (Gl. 9a), sind gleich; sie haben entgegengesetztes 
Vorzeichen und liegen so, daß sie sich zur Zeit f » gerade auf- 
heben. Außerdem ist ({x) eine ungerade Funktion (vgl. Gl. (8)): 

Dann folgt aus der Tatsache, daß die beiden Wellen sich mit der 
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gleichen Geschwindigkeit v gegeneinander bewegen, daß die Maxima 
der beiden Züge sich im Punkte o; — treffen und addieren müssen. 
Dort tritt also die höchste Spannung auf; sie beträgt nach Gl. (ll) : 

^««-jl/§(^ + l)- (12) 

Natürlich ist diese Spannung noch mit e"^^ zu multiplizieren.; 
t^ ist die Zeit, die vergangen ist, bis das Maximum von f nach 
dem Punkte x =^ gelangt ist. 

i = -- 

In dem Extremfalle, daß -r- sehr klein gegen 1 ist, wird 
tg m^l eine sehr kleine Zahl (9. Gl. (5)). Man darf also: 

m^l =^ sinmil =^ ig m^l (I3a) 

setzen und erhält genau wie im vorigen Abschnitte: 



m 
Dann wird: 



,'-V?- (131>) 



*„-/v1(i/ii+0- 



-T- war als sehr klein gegen 1 vorausgesetzt worden; daher 

dürfen wir nun folgerichtig 1 gegen y y1 vernachlässigen, und 
es bleibt: 

^»<« = <^l/^- (13«) 

Diese Formel hätten wir auch dadurch erhalten können, daß 

wir, wie im vorigen Abschnitte, aus der Gl. (I3b) die Folgerung 

gezogen hätten: 

1 



Die Gleichung sagt uns, daß die Leitung mit angehängter Selbst- 
induktion X sich in dem betrachteten Grenzfalle wie ein Thomson- 
scher Kreis verhält, dessen Kapazität die Leitungskapazität Gl und 
dessen Selbstinduktion l die der angeschlossenen Spule ist. Beim 
Ausschalten eines Stromes J^ der die Spule durchfließt, verwandelt 
sich dieser in einen Ladestrom für die Kapazität Cl. Die Energie, 
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max 



die zu Anfang in magnetischer Form vorhanden war, pendelt zwischen 
der elektrischen und der magnetischen Form hin und her^ und zwar 
so, daB zu gewissen Zeitpunkten nur elektrische, zu anderen nur 
magnetische Energie in dem Kreise existiert. Das Gesetz der Er- 
haltung der Energie verlangt, daß die Maximalbetr&ge beider ein- 
ander gleich seien, wenn man keine Dämpfung hat; also 

oder: 

Man gelangt also auch auf diesem Wege zur richtigen Formel für 
die höchste auftretende Spannung. Man erhält aber keine Aus- 
kunft darüber, wie sie sich ausbildet. Beim einfachen Thomson- 
schen Kreise wächst die Spannung an der Kapazität nach einem 
Sinusgesetze auf ihren Maximalwert an. Die Leitung verhält sich 
anders. Die Spannung steigt, wie uns Abb. 19b gelehrt hat, 
treppenartig und nicht auf der ganzen Leitung gleichzeitig. Aller- 
dings werden die Treppen immer kleiner und zahlreicher, je 

kleiner -r- ist, so daß sich das System dem Thomsonschen Kreise 

in seinem Verhalten auch in dieser Beziehung mit abnehmendem 

^ immer mehr nähert. 

Aus der Formel (13 c) geht hervor, daß die Spannung E^^^^ 
unter sonst gleichen Umständen um so größer wird, je kürzer die 
Länge l der Leitung ist. Das ist ja auch einleuchtend; die Kapa- 
zität der Leitung muß die ganze magnetische Energie zu gewissen 
Zeitpunkten aufnehmen; sie wird sich also bei einer gegebenen 
Energiemenge zu einer um so höheren Spannung aufladen müssen, 
je kleiner sie selbst ist. Es ist deshalb gerade bei kurzen, induktiv 
belasteten Kabeln gefährlich, das Kabel mitsamt der daran hängen- 
den Belastung auszuschalten. 

Glücklicherweise kommt dem praktischen Betriebe mit Wech- 
selstrom ein anderer Umstand zustatten: Die neuerdings fast 
ausschließlich angewandten ölschalter haben bei zweckmäßiger 
Ausführung der Unterbrechungsstelle die Eigenschaft, den Strom 
in dem Augenblicke zu unterbrechen, in dem er durch seinen Null- 
wert geht. Trennen sich nämlich die Schlußstücke in einem Augen- 
blicke, in dem der Strom nicht Null ist, so bildet sich ein kurzer 
Lichtbogen; beim nächsten Durchgange des Stromes durch Null 

Wagn-er, Elektromagnetische Ausgleichivorgänge. 7 
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wird er durch die energische Kühlwirkung des Öles und der me- 
tallenen Schlußstücke ausgelöscht; der Strom bleibt Null, wenn 
das öl eine so große elektrische Durchschlagsfestigkeit hat und 
der Schalter so schnell öffnet, daß ein neuer Lichtbogen nicht ent- 
stehen kann. Die Bedingung: 

i„(0) =. J 

tritt also hier gar nicht ein. Anders ist es bei Gleichstrom. Da 
wirkt der Ölschalter gerade schädlich: Durch seine schnelle Unter- 
brechung des Stromes schafft er erst jene gefährliche Bedingung, im 
Gegensatze zum Luftschalter, der an der Ünterbrechungsstelle einen 
langen Lichtbogen mit wachsendem Widerstände entstehen läßt, so 
daß der Strom J langsam verschwindet. „Langsam" bedeutet hier, 
daß die Unterbrechungszeit ausreichen muß, um der magnetischen 
Energie jlJ^ den Rückfluß ins Netz oder die Verwandlung in 
Wärme (im Lichtbogen und zum Teil auch in dem Drahte) zu er- 
möglichen. Diese Zeit hängt natürlich von der Menge der magne- 
tischen Energie und von den Verhältnissen des Stromkreises ab. 
Bei Wechselstrom kommt die Unterbrechung des Stromes in der 
Nähe seines Scheitel werts am häufigsten beim Durchschmelzen von 
Sicherungen vor; das ist einer der vielen Gründe, die für den Ersatz 
der Hochspannungssicherungen durch (als ölschalter 
ausgeführte) selbsttätige Überstroraschalter sprechen. 

11. Das Verhalten von zwei verschiedenen in Reihe 

geschalteten Leitungen. 

Li der Praxis der Kraftübertragungen kommt häufig der Fall 
vor, daß Leitungen verschiedener Art, also mit verschiedenen 
Leitungskonstanten, in Reihe geschaltet im Betriebe sind. Man 
denke nur an den Fall, daß elektromagnetische Energie eine 
Strecke weit durch zwei oder mehr parallel geschaltete Frei- 
leitungen, dann weiterhin durch eine einzige Freileitung über- 
tragen wird, oder daß eine Teilstrecke der Übertragung aus 
Kabeln besteht. Es erhebt sich dann die Frage, wie die Aus- 
gleichsvorgänge in solchen Fällen zu behandeln sind. 

Wir haben im fünften Abschnitte ein Verfahren entwickelt, 
bei dem der Ausgleichsvorgang auf einer Leitung durch zwei 
Wellen dargestellt wird, die sich in entgegengesetzten Richtungen 
mit der Geschwindigkeit: 
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1 

V =- _ 

y/LC 

längs der Leitung fortpflanzen. Es ergab sich der allgemeine An- 
satz (5. Gl. 7): 

p ^ e'-' { f\(x - vt) + f,(x + vt)}, 

Die Form der Wellen im Augenhlicke < — (Beginn des Vor- 
gangs) ist bestimmt durch die gegebene Verteilung der Spannung 
und des Stromes in jenem Augenblicke. Die Fortsetzung der 
Wellen für jede spätere Zeit ergibt sich aus den Reflexionsgesetzen 
an den Leitungsenden. Diese Gesetze sind in jedem einzelnen Falle 
mit Hilfe der Grenzbedingungen zu ermitteln. Auch bei den Bei- 
spielen des 3., 7., 9. und 10. Abschnitts, wo wir es vorzogen, den 
Ausgleichsvorgang durch die unendliche Reihe der Eigenschwing- 
ungen darzustellen, erhielten wir schließlich für p^ und L Gleich- 
ungen von der Form der Gleichung (l). (Vgl. 3. Gl. 18, 19; 
7. Gl. 9; 9, Gl. 10c, lOd und 10. Gl. 9a, 9b.) Wir dürfen da- 
her für jede der beiden in , 
Reihe geschalteten Leitungen | ^5ß. 

Gleichungen von der Form 
(l) von vornherein in die 
Betrachtungen einführen. 

Die Leitung 1 soll sich 
vom Punkte a; = bis zum ,^ 
Punkte a; — ?! erstrecken; • •' 

dort schließt sich die Lei- ^^^- *®- 

tung 2 an, die bei x ^ 1^ enden möge (Abb. 20). Bezeichnen 
wir noch der Kürze wegen: 

y-jj-mityi, y^'mityj, 

so ergeben sich die Ansätze: 

Leitunfif 1 : 

*i - e-«^ Vi [9>i{^ - ^xO - ^1 (^ + ^lO]. I2b) 

Leitun 2- ^^ ^ «-''""'t^^sC^ - ^sO + %{^ + «^2^], (2c) 

tj, « c-"*V2 Wii^ — h^) — ^»(^ + ^aOl- (2d) 
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Für t -= sind die q> und t/; im Intervalle O^x ^1^ durch 
die Anfangsverteilungen der Spannung und des Stromes vollständig 
hestimmt. Ist etwa fELr / » 0: 

gegeben, so erhält man durch Einsetzen dieser Werte in die 
GL (2 a) bis (2d) leicht: 

l' (3) 

Ganz entsprechende Ausdrücke erhält man für cp^{x) und \\>i{x). 

Beim Auftreffen auf das Ende a; => wird tf;^ reflektiert; die 
reflektierte Welle schließt sich unmittelbar an die von dort fort- 
wandemde Welle qp^; ebenso bildet die durch das Auftreffen der 
Welle q>^ auf das Ende a? == Ij entstehende reflektierte Welle die 
Fortsetzung der Welle %f^'^ in welcher Weise diese Reflexion er- 
folgt, hängt natürlich von der Beschaffenheit der Enden ab, nämlich 
ob sie kurzgeschlossen sind, oder offen, oder durch irgendwelche 
Apparate, verbunden. Wir haben in den früheren Abschnitten 
bereits verschiedene solcher Reflexionsgesetze kennen gelernt. 

Die vorliegende Aufgabe wird vollständig gelöst sein, sobald 
wir für jeden Augenblick die Beziehungen angeben können, die 
zwischen den Wellen im Verbindungspunkte a? = Z^ der beiden 
Leitungen bestehen müssen. Diese Beziehungen erhalten wir aus 
den beiden Stetigkeitsbedingungen: 



Pi =i>2 



*i = 



füraj=-?i. (4) 



Führen wir in diese Bedingungen die Werte von Pi , p^ , ij , 
ij aus den Gleichungen (2 a) bis (2d) ein und schreiben der Kürze 
halber: 

«""^Vi(^i -«^10 = ?!» 
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so folgt: 

yi (?i - ?i) =- y« (?2 — ?2)- (ö b) 

Die auf das Ende x ^ l^ auftreffenden Wellen sind ^^ und 
ij;^ ; diese allein sind also in jenem Punkte auch für Zeiten t > 
bekannt; durch sie müssen wir daher die beiden anderen Wellen 
92 uiid tpj ausdrücken. Löst man das Gleichungspaar (5 a), (5 b) 
nach ^^ und ^j auf, so erhält man: 

^1 ^^- ?2 + -'-^•- ?i, (6a) 

' Vi + yj ^ yi + y« * ^ ^ 

Diese Gleichungen enthalten das Reflexionsgesetz für die Ver- 
bindungsstelle zweier Leitungen. Es sagt aus, daß für jede Leitung 
die reflektierte Welle aus zwei Teilen besteht, deren einer pro- 
portional der auftrefl^enden Welle ist, während der zweite als von 
der anderen Leitung übergetreten zu denken und der von dort 
auf die Verbindungsstelle auftreffenden zweiten Welle proportional 
ist. Die Proportionalitätsfaktoren hängen ab von dem Werte der 

Zahl /="[/>, also von dem Verhältnisse der Kapazität zur 

Selbstinduktion in jeder der beiden Leitungen. 

Hat zum Beispiel die zweite Leitung (Freileitung) sehr viel 
mehr Selbstinduktion und sehr viel weniger Kapazität als die 
erste (Kabel), so wird y^ klein gegen y^, und es gilt annähernd: 

!^""^i: - (7) 

Die Welle ijJj entsteht also durch Reflexion der Welle ^^ unter 
Beibehaltung des Vorzeichens, d. h. die Verbindungsstelle verhält 
sich gegenüber der auftreffenden Welle ^j wie ein Absperrventil. 
Für die Welle iJJg hingegen wirkt die Verbindungsstelle nahezu 
als Kurzschluß; sie erfährt dort eine Reflexion unter Umkehrung 
des Vorzeichens, wie die zweite Gl. (7) zeigt. Außerdem enthält 
die Welle ^j ^^n Betrag 2"^^ Auf den physikalischen Grund 
dieses Verhaltens einer solchen Verbindungsstelle eines Kabels mit 
einer Freileitung kommen wir noch zurück. 
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Die 9j, 921 ^19 ^9 ^^^^ ibrer Definition nach Augenblicks* 
werte. Bei der wirklichen Darstellung eines Ausgleicbsvorgangs 
etwa mit Hilfe einer Zeichnung muß man diese, Tom Augenblicke 
t ^ beginnend, für genügend dicht beisammen liegende Zeit- 
punkte ausführen, um dem Umstände Rechnung zu tragen, daß 
die Wellen in den beiden Leitungen verschieden schnell absterben, 
wenn die Dämpfungskonstanten a^ und a^ verschieden sind. In 
diesem Falle wird die Konstruktion, da man sie bloß für eine 
endliche Zahl von Zeitpunkten durchführen kann, nur ein an- 
nähernd richtiges Bild geben können. Die Aufgabe vereinfacht 
sich wesentlich, wenn cc^ « cc^ ist; das gilt z. B., wenn die Lei- 
tung 1 in Wirklichkeit aus zwei sich gegenseitig nicht beein- 
flussenden, parallel geschalteten Leitungen besteht^ deren jede die- 
selben Leitungskonstanten hat wie die Leitung 2. Dann ist 
nämlich: 



und daher: 



«1 = «2? Yi = 2y2 



Da hier die Wellen in beiden Leitungen gleich schnell ab- 
klingen, so braucht man bei der Zeichnung den Dämpfungsfaktor 
e'"* überhaupt nicht einzuführen. Den .Einfluß der Dämpfung 
berücksichtigt man zum Schlüsse durch eine Veränderung des 
Ordinatenmaßstabes der für die verschiedenen Zeitpunkte ausge- 
führten Zeichnungen. Eine Ordinate, die im Wellenbilde fElr ^ = 
etwa eine Spannung A oder einen Strom B bedeuten würde, er- 
gibt im Wellenbilde für die Zeit t =^ t^ nur eine Spannung Äe~^*^ 
oder einen Strom Be"^^. 

Als Beispiel geben wir in der Abb. 21 einige Phasen der 
Spannung beim Laden eines Kabels mit daranhängender Frei- 
leitung, deren Dämpfungskonstanten a^ und a^ wir der Einfach- 
heit halber als gleich voraussetzen. Das Kabel werde bei a; = 
im Augenblicke # = mit einer Stromquelle von der konstanten 
Spannung E verbunden. Da zunächst Kabel und Freileitung 
spannungs- und stromlos sind, so gilt: 

i'..(0) = 0; v(0) = 0. 
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Nach Ablauf des Ladevorgangs ist: 

Spannung und Strom des Ausgleichsvorgangs allein gehorchen 
daher den Anfangsbedingungen: 

p/0) - - -B, 
i^(0) = 0. 

Hieraus ergibt sich die Form der Wellen für die ganze Leitung 

für < — zu: 

E 

9l = 92 = ^'l — ^2 = — 2 * 

Die zur Fortsetzung der Wellen für spätere Zeiten notwendige 
Kenntnis der Reflexionsgesetze vermitteln uns die Grenzbeding- 
ungen. 

1. Bei a; = wird die Spannung durch die Stromquelle auf 
dem Werte p^^ = E gehalten; es ist somit: 

j?^ = für 0? = 0. 

Daraus folgt: 

9i = — "^i ^ür X '^ 0. 

(Erstes Reflexionsgesetz.) 

2. Bei 0? — » ?2 ^^^ ^^^ Leitung offen; das heißt: 

i = für ic = /j . 
Diese Bedingung ist erfüllt, wenn: 

92 ^ '^2 ^^^ ^'^h 

ist. (Zweites Reflexionsgesetz.) 

3. Das Reflexionsgesetz an der Verbindungsstelle 
des Kabels mit der Freileitung (^ =* ^x) ^^^^^^ wir bereits abge- 
leitet (Gl. 6 a und 6 b). Da das Kabel im Vergleich zur Frei- 
leitung viel Kapazität und wenig Selbstinduktion hat, so daß y^ 
groß gegen yj ist, gelten mit großer Annäherung die vereinfachten 
Beziehungen (7): 

*i = 9n 

92 "= — ^2 + 29i- 
(Drittes Reflexionsgesetz.) 
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Die erste dieser Oleichungen sagt uns, daß das Kabel sich 
ebenso verhält, als ob es bei x ^ l^^ offen wäre. Das kommt da- 
her; daß die Kapazität der Freileitung klein gegenüber der Kabel- 
kapazität ist; die Freileitung wird also durch ihre geringfiigige 
Ladestromaufnahme keine nennenswerte Bückwirkung auf das 
Kabel ausüben. Wir sehen in der Tat durch Vergleich der Abb. 21 
mit der Abb. 3, daß das Kabel genau so geladen wird, als ob es 
allein vorhanden wäre. 

Aus eben diesem Grunde wirkt das Kabel für die Freileitung 
wie eine Stromquelle, die nicht abgilt, d. h. die unabhängig 
von der Stromentnahme ihre Spannung beibehält. Dasselbe sagt 
die letzte Gleichung. Die Spannung des Kabels bei ^ — /^ ist 
g)j + t/;j = 2^)^; die Wellen (p^ und t/^j der Leitung regeln sich 
80 ein, daß diese Spannung ganz unberührt von ihnen bestehen 
bleibt, entsprechend der Gleichung: 

<P9 + '^2 = 9>i + ^i- 

Da nun bei der Eeflexion der Ladungswelle am Kabelende 
(x = /i) die doppelte Spannung entsteht, so erhält man das be- 
merkenswerte Ergebnis, daß die Ladung der Freileitung mit 
der doppelten Betriebsspannung beginnt. Diese Lade- 
welle bewirkt am Ende der Freileitung ihrerseits durch BeÜexion 
eine weitere Verdopplung der Spannung, so daß auf der Frei- 
leitung sogar die vierfache Betriebsspannung während des 
Ladevorgangs auftritt. 

Der Verlauf der Ladung im einzelnen läßt sich leicht an Hand 
der Abb. 21 übersehen, die für acht verschiedene Zeitpunkte ohne 
Bücksicht auf die Wellendämpfüng entworfen ist. Die stark aus- 
gezogene resultierende Spannung ergibt sich durch Superposition 
der Wellen q> und t/; mit dem stationären Endwerte E der Spannung. 
Sind die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten v^ und Vg für Kabel und 
Freileitung verschieden, wie es im allgemeinen der Fall ist^), so 
kann man das einfach berücksichtigen. Man läßt entweder die 
Wellen in gleichen Zeiten auf den verschiedenen Leitungen den 
Geschwindigkeiten proportionale Wege zurücklegen, oder man läßt 
sie denselben Weg zurücklegen unter passender Veränderung des 
Längenmaßstabes für die eine Leitung. 



^) Weil die Kabelisolation eine höhere Dielektrizitätskonstante 
als die Luft hat, haben die Wellen im Kabel eine geringere Ge- 
schwindigkeit als die Wellen auf der Freileitung. 



Eindringen der Wellen in Wicklungen. 
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Ganz ähnlich kann man auch die Aufgabe behandeln, daß drei 
oder mehr verschiedenartige Leitungen hintereinander geschaltet 
sind. Ein praktisch vorkommender Fall mit drei in Reihe ge- 
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Abb. 81. Spannungsrerlauf bei der Ladung eines Kabels und einer Freileitung In 

Reihenschaltung. 

schalteten Leitungen ist eine Kraftübertragung, die aus Kabel, 
Freileitung und Transformator besteht. Auch die Wicklung eines 
Transformators enthält Selbstinduktion, Kapazität und Widerstand 
in gleichmäßiger Verteilung über die Länge, ist daher als eine 
weitere Leitung in unserem Sinne zu behandeln. Für sie ist 

y — ■ 1/ -j wiederum sehr klein gegenüber dem Werte dieser Kon- 
stanten bei der Freileitung; diese verhält sich also dem Trans- 
formator gegenüber, wie das Kabel in bezug auf die Freileitung. 
Nimmt man an, daß ein Transformator, dessen Wicklung nirgends 
an Erde liegt, einpolig an die Freileitung angeschlossen ist, so 
tritt bei einer vom Kabelanfange ausgehenden Ladung des Systems 
am nicht angeschlossenen Ende der Transformatorwicklung durch 
Beflexion der Ladewelle die achtfache Betriebspannuug auf. 
Praktisch wird allerdings dieser Wert wohl nicht annähernd erreicht 
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werden, da die Wellen in der Transformatorwicklung eine sehr 
starke Dämpfung erfahren. In dem Kabel und in der Leitung 
ist die Dämpfung im allgemeinen gering; das angeschlossene Ende 
der Transformatorwicklung wird also auch im praktischen Be- 
triebsfalle fast mit der vierfachen Betriebspannung momentan 
beansprucht werden. Dasselbe tritt auf, wenn der Transformator 
allpolig an das Netz angeschlossen ist und ein Pol des Netzes an 
Erde liegt; ist kein Pol geerdet, so erfolgt an jedem Pole des 
Transformators ein Spannungsstoß vom vierfachen Betrage 
der dort betriebsmäßig gegen Erde vorhandenen Spannung. Die 
Gefährdung des Transformators ist übrigens eine doppelte. Neben 
der eben erwähnten Beanspruchung der Isolation seiner Wicklung 
gegen Erde erhält man eine für den Transformator weit gefähr- 
lichere Beanspruchung der Isolation seiner Wicklung in sich. Die 
in die Wicklung eintretende Ladewelle hat eine rechteckige Form, 
so daß zwischen nahe beieinander liegenden Punkten der 
Wicklung die volle Spannung der Ladewelle für einen 
Augenblick auftiitt. Es kommt dann leicht vor, daß die Isolation 
der Wicklung einer solchen Beanspruchung nicht gewachsen ist; 
sie wird durch einen Funken durchbrochen; folgt der Betriebs- 
strom nach, so erhält der Transformator Kurzschluß Windungen 
und ist betriebsunfähig. Solche Störungen können zunächst überall 
innerhalb der Wicklung auftreten; in Wirklichkeit bleiben sie 
meist auf den Anfang der Wicklung beschränkt. Der 
Grund ist in der starken Dämpfung der Wellen in der Trans- 
formatorwicklung zu suchen; erstens schwächt sie die Wellen 
überhaupt stark; da ferner die Dämpfung wohl hervorragend 
durch Wirbelströme und Hjsteresis verursacht wird, trifft sie 
die Obertöne der Welle um so stärker, je höher ihre Ordnungszahl 
ist; die Folge davon ist die Abrundung der Ecken der ursprünglich 
rechteckigen Wellen und die Verteilung der vollen Wellenspannung 
auf einen um so größeren Teil der Wicklung, je tiefer die W^Ue 
eingedrungen ist. 

12. Über den Einfluß der Veränderlichkeit des effektiven 
Widerstandes der Leitung mit der Frequenz. 

Wir haben im Vorausgegangenen den Ohmschen Widerstand w 
als eine unveränderliche Größe angesehen. Schon in der Einlei- 
tung (Abschnitt 1) wurde darauf hingewiesen, daß diese Voraus- 



Der effektive Widerstand. 107 



1? 
^ 



Setzung nicht zutrifft. Für elektromagnetische Vorgänge auf der 
Leitung, die zeitlich nach einer einfachen harmonischen Funktion 
verlaufen, bleibt indessen, wie strengere Betrachtungen auf Grund 
der Maxwellschen Gleichungen lehren^), die Beziehung: 

■ dp . , T di /TN 

I 

j formal bestehen, wenn unter w ein nur für die betrachtete bestimmte 

! Frequenz gültiger sogenannter Wechselstromwiderstand verstanden 

wird. Dieser hat die Eigenschaft, daß das über eine volle Periode 

erstreckte Integral: 

Q - wdxfi^dt (1) 

die in dieser Zeit im Elemente dx der Leitung erzeugte Joulesche 
Wärme Q darstellt. 

In dem hier vorliegenden Falle einer Abhängigkeit von der 
Zeit nach einer exponentiell gedämpften harmonischen Funktion 
muß tv mit der insgesamt erzeugten Jouleschen Wärme nach der 
Gleichung zusammenhängen : 

30 

Q^wdxß^dt. 

Für den Fall des zylindrischen elektrischen Feldes in einem ein- 
zelnen geraden Drahte fand Barton^) eine Beziehung zwischen 
dem Wechselstrom widerstände bei gedämpften und dem bei un- 
gedämpften harmonischen Schwingungen. Auch für die von uns 
untersuchten Probleme kann also die Gl. (la) bei passender De- 
finition von w aufrechterhalten werden. Dann bleibt auch der 
Ansatz für eine Partialschwingung (2. Abschnitt, Gleichung (11) 
und (12)): 

jp » 6"""' (-4 sin nt + B cos nt) V\x)^ 

i « — o«;-«'[(— aÄ — Bn) ünnt + (An — aB) cos ni] V{x) 



1) Siehe E. Cohn, Das elektromagnetische Feld. S. 860 ff. Leip- 
zig 1900; H. Poincare, L'ficlairage filectrique. 40, S. 121 ff. 1904; 
G. Mie, Ann. d. Physik. 2, S. 201 ff. 1900. 

2) E. H. Barton, Phil. Mag. 47. S. 433. 1899. Die Hauptergeb- 
nisse aer Abhandlung Bartons finden sich bei J. Zenneck, Elektro- 
magnetische Schwingungen und drahtlose Telegraphie, Art. 237, S. 417 
und Tabelle VII. Stuttgart 1906. 
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bestehen. Der Dämpfangsfaktor: 

w 



a = 



2L 



hat jedoch für jede Partialschwingung einen anderen Wert, a wächst 
mit der Frequenz; die höheren Obertöne werden also rascher ab- 
klingen als die tieferen. Das ist der wesentlichste Einfluß, den 
die Veränderlichkeit des Ohmschen Widerstandes mit der Frequenz 
auf unsere Betrachtungen ausübt. Praktisch liegen nun die Ver- 
hältnisse so: Zur Darstellung der Ausgleichserscheinungen in ihren 
Hauptzügen genügt häufig die Grundschwingung des Systems allein ; 
allenfalls kommen noch einige wenige der nächstfolgenden Ober- 
töne in Betracht. Für diese ist die Widerstandsvermehrung wegen 
der geringen Frequenz bei Kupferleitern meist unwesentlich, so 
daß unsere Ergebnisse ohne weiteres anwendbar sind. Eine Aus- 
nahme bilden Kabel mit starken Kupferleitern und nahe beieinan 
der liegender Hin- und Rückleitung. Hier ist schon bei verhält- 
nismäßig niedriger Frequenz die Verteilung des elektromagnetischen 
Feldes im Leiterinnem sehr stark von der Frequenz abhängig; 
unsere Betrachtungen sind also dahin zu erweitem, daß für w und 
L für jede Partialschwingung andere Werte einzusetzen sind. 

Wir haben ferner bei der Untersuchung der einzelnen Auf- 
gaben Vernachlässigungen eingeführt, die alle im wesentlichen 
darauf hinauskamen, a als klein gegen n vorauszusetzen. Da a 
mit wachsender Frequenz unbegrenzt wächst, so könnte man auf 
den ersten Blick versucht sein zu glauben, daß jene Voraussetzung 
bei hohen Werten der Frequenz durchaus unzulässig sei. Das ist 
aber nicht der Fall; denn bei sehr großer Frequenz n ist der 
Widerstand proportional der Quadratwurzel aus der Frequenz.^) 
Die Vernachlässigung von a gegen n bedeutet also eine Vernach- 
lässigung von yn gegen w, die gerade um so eher gestattet ist, 
je größer n wird. 

Man muß sich übrigens vor ujm Trugschlüsse hüten, daß die 
Widerstandsvermehrung bei wachsender Frequenz schließlich ein- 
mal dahin führe, daß die Ausgleichsvorgänge oberhalb einer 
gewissen Frequenz aperiodisch verlaufen. Bringt man in der 

Gleichunff: 

dp dt 

d X dt 



1) Siehe Cohn, Poincarä, Mie, Barten a. a. 0. 
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die Abhängigkeit von der Zeit durch den Faktor: 
zum Ausdruck, so geht sie über Über in: 

Bei hoher Frequenz ist, wenn x eine Konstante bezeichnet: 

w == 7i ' Yn . 

Man ersieht, daß bei wachsender Frequenz das die Dämpfung 

w 
kennzeichnende Glied — immer unbedeutender gegenüber dem Gliede 

jnL wird, das mit dem Umsätze der schwingenden Energie aus 
der elektrischen in die magnetische Form und umgekehrt zusam- 
menhängt. Die relative Dämpfung wird trotz des wachsenden 
Widerstandes sogar kleiner, wenn die Frequenz wächst. In der 
Tat ist die in einer halben Periode in Joulesche Wärme ver- 
wandelte Energie: 

Dagegen ist die in derselben Zeit umgesetzte schwingende Energie: 

Man sieht, daß die in einer halben Periode erzeugte Joulesche 
Wärme mit wachsender Frequenz fortwährend abnimmt, während 
die schwingende Energie unverändert bleibt; unsere Behauptung, 
daß die relative Dämpfung bei wachsender Frequenz abnehme, ist 
also richtig. Trotz ihrer größeren absoluten Dämpfung klingen 
die schnelleren Schwingungen in einer größeren Zahl von Pe- 
rioden ab. 
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